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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Anmerkung

Der Kern dieser Diplomarbeit stammt aus dem ,,discussion paper Nonparametric kernel
estimation of evolutionary autoregressive processes des Sonderforschungsbereichs 373 der
Humboldt-Universitdt zu Berlin von Woocheol Kim aus dem Jahre 2001 (siehe [14]),
welches sich leider als unvollstédndig und fehlerhaft erwies.

1.2 Zusammenfassung

In der klassischen Zeitreihenanalyse beschéftigt man sich hauptsichlich mit sogenann-
ten stationédren Zeitreihen. Stationaritit eines Systems oder einer Zeitreihe bedeutet hier,
dass sich gewisse stochastische Eigenschaften nicht mit der Zeit &ndern (siehe Definition
2.4). Diese Annahme einer unveréinderlichen Struktur hat zur Folge, dass mehr verfiigbare
Daten eines Systems auch gleichzeitig mehr Information iiber dessen stochastische Eigen-
schaften bedeutet.

Zum einen stellt die Annahme der Stationaritét eine wesentliche Einschriankung der be-
trachteten Klasse von Zeitreihen dar, und zum anderen kann sie bestenfalls als eine ma-
thematische Idealisierung angesehen werden, welche oftmals zu einfach ist, um etwa die
komplizierte dynamische Struktur eines ckonomischen Prozesses zu erfassen (siehe Ab-
schnitt 3.2). Besonders bei der Untersuchung von Datenreihen aus der Wirtschaft mit
langer Vergangenheit werden die Zweifel grof3, ob ein stationéres Modell die Wirklichkeit
angemessen wiederspiegeln kann. Dort lassen sich ndmlich haufig strukturelle Schwan-
kungen iiber die Zeit beobachten, welche nicht verniinftig mit einem stationéren Ansatz
untersucht werden konnen.

In dieser Arbeit werden wir uns mit einer allgemeineren Klasse bestehend aus zeitabhangi-
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gen Prozessen beschiftigen. Wir erlauben dabei den Zeitreihen, dass ihre statistischen
Merkmale von der Zeit abhédngen und sie somit nicht mehr die Annahme der Stationa-
ritdt erfiillen. Um sich jedoch nicht zu sehr von der weit entwickelten Theorie stationérer
Prozesse zu entfernen, verallgemeinert man das klassische autoregressive Modell

p
Xt = ZOZkthk + €¢, YVt € Z, (11)
k=1

indem man den AR-Koeffizienten oy eine Abhéngigkeit von der Zeit t gestattet. Setzt
man in einem solchen zeitvariablen Modell den Prozess in die Zukunft fort, indem man
die Anzahl der Beobachtungen n grofler werden lésst, so fithrt dieses nicht notwendiger-
weise zu einem Gewinn an Information iiber die statistische Struktur des Prozesses in
der Gegenwart. Deshalb skaliert man ihn auf das Intervall [0, 1] um, damit eine sinnvol-
le asymptotische Betrachtung iiberhaupt erst moglich wird (siehe Abschnitt 3.2). Eine
zeitabhéngige AR-Reihe der Ordnung p, auch als tvAR(p)-Zeitreihe bezeichnet, erfiillt
dann per Definition die Modellgleichung

p
Xin =Y on(HXign+ea, t=1....n (1.2)
k=1

mit Koeffizientenfunktionen ay : [0, 1] — R und einem unabhéngig und identisch verteil-
ten weifien Rauschen ¢, ~ (0, 02) (sieche Dahlhaus [6]).

Die Klasse der moglichen Koeffizientenfunktionen ay(-) schrankt man noch ein, indem
man von ihnen einen hinreichend glatten Verlauf fordert, welcher lokal ein stationéres
Verhalten zur Folge hat. Macht man ndmlich keine weiteren Einschrédnkungen bzgl. dem
Grad der Nicht-Stationaritét und ldsst damit beliebige reellwertige Funktionen auf [0, 1]
als Koeffizienten zu, so ist es in diesem Fall nicht moglich eine bedeutsame Theorie zu
entwickeln (siehe Abschnitt 4.2). Dahlhaus konnte in [3] den Begriff der lokalen Statio-
naritét einer Zeitreihe definieren, welche es moglich macht, diese lokal durch stationére
Prozesse zu approximieren (siehe Satz 3.2).

Das Hauptanliegen dieser Arbeit ist es nun, in dem tvAR(p)-Modell (1.2) einen nicht-
parametrischen Kernschéitzer a(u) = (a;(u), ..., ay(u))? fir die Koeffizientenfunktionen
ag(u) anzugeben und die asymptotische Verteilung des Schétzfehlers a(u) — a(u) herzu-
leiten.

Nachdem wir in Kapitel 2 einige wichtige Begriffe und Resultate angegeben haben, wen-
den wir uns in Kapitel 3 der Modellbildung zu. Dabei erlautern wir kurz die Grenzen
eines stationdren autoregressiven Ansatzes und zeigen die Vorziige eines tv AR(p)-Modells
geméf (1.2) auf. In den Abschnitten 3.3 und 3.4 widmen wir uns der Simulation sol-
cher Prozesse bzw. kénnen einige erste Eigenschaften beweisen. AnschlieBend befassen



KAPITEL 1. EINLEITUNG 6

wir uns in Kapitel 4 mit der relevanten Schétztheorie, indem wir zunéchst knapp auf
die allgemeine Idee der nicht-parametrischen Regression eingehen und dann einen nicht-
parametrischen Kernschétzer fiir die Koeffizientenfunktionen a(u) herleiten. An die Kern-
funktion K gestellte Annahmen notieren wir in Abschnitt 4.2 und alternative Darstellun-
gen des Schétzers bzw. des Schétzfehlers in Abhéngigkeit empirischer Momente S,, ;(u)
(siche Lemma 4.2) beweisen wir in den Abschnitten 4.4 und 4.5. In Kapitel 5 fiithren wir
die sogenannte Beveridge-Nelson-Zerlegung (siehe [1]) fiir lineare Prozesse der Form

X =Y e, (1.3)
j=0

(erster Ordnung) bzw. fiir Ausdriicke der Gestalt X; X, h € Z (zweiter Ordnung) ein
und verallgemeinern diese fiir unsere Zwecke auf den Fall zeitabhéngiger Koeffizienten,
welche wir in Kapitel 6 benutzen, um die Asymptotik der empirischen Momente S,, ;(u)
herzuleiten. AbschlieBend wenden wir einen Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingaldif-
ferenzschemata von Liptser und Shirjaev aus [17] an, um die asymptotische Normalitét
des Schétzfehlers a(u) — a(u) nachzuweisen und fassen in Theorem 6.11 die in Kapitel 6
erzielten Resultate zusammen.

1.3 Notation

Ab Kapitel 3 kennzeichnen wir Vektoren grundsétzlich mit einem Unterstrich und Ma-
trizen, indem wir sie fett schreiben. Beispielsweise bezeichnet a(u) = (ay(u), ..., a,(u))"
den p-dimensionalen Schitzvektor fiir die Koeffizientenfunktionen ay(u) aus Abschnitt
4.3 und S,,;(u) ist die p x p-dimensionale Matrix empirischer Momente aus Lemma 4.2.

Alle Vektoren in dieser Arbeit sind als Spaltenvektoren zu verstehen. Immer wenn Spalten-
vektoren untereinander in einen Vektor schreiben, meinen wir wieder einen Vektor (siehe
etwa die Definition von 7,(u) in Lemma 4.3) und wenn wir Zeilenvektoren untereinander
schreiben, ist eine Matrix gemeint (siehe etwa die Definition in (4.25)).

Sind A und B zwei n x n-Matrizen, so steht die Schreibweise (A, B) fiur die n x 2n-
Matrix, deren linke Hélfte gleich A und deren rechte gleich B ist. Multiplikation mit einer
dritten n x n-Matrix C' bedeutet dann (A, B)C' = (AC, BC') (siehe etwa (4.28)).



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel sind alle fiir diese Arbeit grundlegenden Begriffe erkléirt sowie einige
benotigte Sétze notiert. Diese Zusammenfassung mathematischer Grundlagen stiitzt sich
dabei im Wesentlichen auf die Biicher Time Series: Theory and Methods von Brockwell
und Davis [2] und FEinfiihrung in die Zeitreihenanalyse von Kreil und Neuhaus [15].

In Abschnitt 2.1 wird zunéchst der wichtige Begriff des stochastischen Prozesses eingefiihrt
und definiert, was unter einer Zeitreihe verstanden werden soll, bevor dann Begriffe und
wichtige Resultate der Zeitreihenanalyse vorgestellt werden. Auf die verschiedenen Kon-
vergenzarten der Stochastik und wichtige Satze iiber diese Konvergenzen wird in Abschnitt
2.2 eingegangen.

2.1 Zeitreihen

Definition 2.1 (Stochastischer Prozess).
FEin stochastischer Prozess ist eine Familie von Zufallsvariablen { X }ier auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, F, P).

Definition 2.2 (Realisierung eines stochastischen Prozesses).
Die Funktionen {X.(w)}weq auf T werden als Realisierungen oder Pfade des Prozesses
{Xi}ier bezeichnet.

Definition 2.3 (Zeitreihe).

Der Begriff Zeitrethe wird gleichermafen fir die zugrundeliegenden Beobachtungen so-
wie fiir den stochastischen Prozess {X;}ier, wovon die Beobachtungen eine Realisierung
darstellen, benutzt.

In der Definition der Zeitreihe wird zwar die Indexmenge nicht weiter eingeschréankt, je-
doch werden wir nur Zeitreihen mit diskreten, also hochstens abzéhlbaren Indexmengen
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T untersuchen. Insbesondere interessiert man sich haufig fiir Losungen einer Modellglei-
chung (siehe unten) auf der Menge der ganzen Zahlen, also gerade fiir den Fall, dass T' = Z
gilt.

Nun kommen wir zu dem in der Zeitreihenanalyse iiberaus wichtigen Begriff der Stationa-
ritdt. Man bezeichnet ein System (Zeitreihe) stationér, falls sich in ihm die stochastischen
Eigenschaften wie Erwartungswert und Varianz sowie die Abhéngigkeitsstruktur nicht mit
der Zeit dndern.

Definition 2.4 (Stationaritit).
Die Zeitreihe { X }iez heifit (schwach) stationdr, falls sie die Eigenschaften

(i) E[X*] < oo, VteZ, (2.1)
(i) E[X]=p Vel .
(1ii) Cov[X,, Xs] = Cov[ X, 4, Xete|, Vr,s,t €Z (2.3)

erfillt.

Das wohl einfachste Beispiel einer stationdren Zeitreihe ist das weifle Rauschen. Es ist
zugleich auch eines der wichtigsten, denn in vielen Zeitreihenmodellen wird ein weifles
Rauschen benutzt, um dort einen zufélligen um null streuenden Fehler auszudriicken. Mit
seiner Hilfe fithren wir danach die wichtige Klasse der ARM A-Modelle ein.

Definition 2.5 (Weifles Rauschen).
Ein Prozess {€; }1cz heifit weifles Rauschen oder White-Noise-Prozess mit Varianz o2, in
Zeichen ¢, ~ (0,02), falls die {€; }iez stochastisch unabhingig sind und
(i) FEle] =0, VtelZ,
(1) Varle] =02, VteZ

€

~—~~
N

gelten.

Bemerkung 2.6 (Unabhingigkeit des weilen Rauschens).

In der Literatur wird héufig nur die Unkorreliertheit der Zufallsvariablen {e; };cz gefordert.
Die weiteren Ausfithrungen in dieser Arbeit erfordern jedoch die stéirkere Annahme der
Unabhéngigkeit, so dass wir dieses bereits in der Definition des weilen Rauschens haben
einfliefen lassen. O

Definition 2.7 (ARM A(p, q)-Prozess).
Der Prozess {X;}iez heifst ARM A(p, q)-Prozess (autoregressive moving average), falls
{ X} ez stationdr ist und

p q
Xt - Z OZkXt_k = €t + Z 6]4;675_]{;, Vit e Z (26)

k=1 k=1

gilt, wobei ¢, ~ (0,0?) ein weiffes Rauschen bezeichnet.
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Die Definitionen 2.5 und 2.7 sind zwar nicht auf den reellen Fall beschrénkt, jedoch werden
wir uns im Folgenden nur mit reellem weiflen Rauschen und mit ARM A(p, q)-Reihen mit
reellen Koeffizienten o; und (3; befassen.

Bemerkung 2.8 (Eine alternative Darstellungen der ARM A-Gleichung).
Definiert man fiir einen Prozess { X}z durch

X, =X, jeELI, (2.7)

den Lag-Operator L, so ldsst sich mit seiner Hilfe und den sogenannten z-Transformationen

p
Az)=1-) ¥, zeC (2.8)
k=1
und
q
B(z):=1+> p* z€eC (2.9)
k=1

die Gleichung (2.6) kompakt schreiben als
A(L)X; = B(L)e;, VteZ. (2.10)
O

Da wir uns in dieser Arbeit nur mit einem Spezialfall aus der Klasse der ARM A-Modelle,

dem AR-Modell, befassen werden, wollen wir dieses hier in einer eigenen Definition her-
vorheben. Der rechte Teil der ARM A-Gleichung (2.6) vereinfacht sich dabei zu €, d.h.
der M A-Anteil verschwindet sonst.

Definition 2.9 (AR(p)-Prozess).
Der Prozess { X }iez heifit AR(p)-Prozess (autoregressive), falls { X hez stationdr ist und

p
Xt = Z(JékXt_k + €¢, Vt € Z (211)
k=1

gilt, also falls in Definition 2.7 gerade ¢ = 0 1ist.

Satz 2.10 (Existenz von Losungen der ARM A-Gleichung).
Wenn A(z) # 0 fir alle z € C mit |z| = 1 gilt, dann gibt es eine ARM A(p, q)-Reihe
{Xi}iez, welche (2.6) bzw. (2.10) erfiillt. Diese Lisung ist eindeutig bestimmdt.
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Der obige Satz stellt unter der Annahme, dass das Polynom A keine Nullstellen auf dem
Einheitskreis hat, die Existenz einer stationdren Losung im ARM A-Modell sicher. Be-
sonders interessiert man sich fiir stationdre Losungen X;, welche nur noch vom weiflen
Rauschen abhéngen und dabei speziell fiir solche Darstellungen von X, die nur von der
Vergangenheit, also von €, s < t abhédngen. Solche Losungen bzw. Prozesse werden kausal
bezeichnet. Bevor wir die Frage nach der Existenz einer solchen Losung im ARM A- bzw.
AR-Modell beantworten werden, wollen wir noch den Begriff der Kausalitit prazisieren.

Definition 2.11 (Kausalitét).
Ein ARM A(p, q)-Prozess, definiert durch A(L)X; = B(L)e;, heifit kausal, falls eine Folge

von Konstanten {1y }32, existiert mit
oo o
X = Z"kaq,k, t e, Z |1/}k| < 00, (212)
k=0 k=0

wobei man {X; ez dann auch als M A(co)-Reihe bezeichnet.

Satz 2.12 (Kausalitit des ARM A(p, q)-Prozesses).

Sei { X hez ein ARM A(p, q)-Prozess, dessen z-Transformationen A und B keine gemein-
samen Nullstellen besitzen. Dann ist {X¢}iez genau dann kausal, wenn A(z) # 0 fir alle
z € C mit |z| <1 gilt.

Korollar 2.13.
Ein AR(p)-Prozess ist genau dann kausal, wenn A(z) # 0 fir alle z € C mit |z] <1 gilt.

Abschlieflen werden wir diesen Abschnitt mit einigen Resultaten aus der Spektraltheorie.
Angewandt auf die oben eingefithrten Modelle ermoglicht sie es, die ARM A-Gleichung
(2.6) bzw. (2.10) mit Hilfe von stochastischen Integralen auszudriicken oder auch den
Prozess selbst als Integral bzgl. eines stochastischen Prozesses darzustellen. Dazu werden
wir zunéchst definieren, was wir unter einem Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen verste-
hen, bevor wir zu einer weiteren Darstellung von (2.6) iiber stochastische Integrale bzgl.
solcher Prozesse (mit orthogonalen Zuwichsen) gelangen.

Definition 2.14 (Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen).
Sei (X,Y) := E[XY] definiert. Ein Prozess mit orthogonalen Zuwdchsen ist ein komplex-
wertiger stochastischer Prozess {Z(\) : A € (—m,m|}, so dass fir alle A € (—7, 7]

(Z(N), Z(A)) < o, (2.13)
(Z(N),1) =0 (2.14)

gilt sowie fiir alle \y < Ay, A3 < Ay € (=7, 7| mit (A1, o] N (Ag, \q] =0
(Z(0) — Z(0), Z(0) — Z(\)) = 0 (215)

erfillt ist.
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Bemerkung 2.15 (Eine weitere Darstellung der ARM A-Gleichung).

Definiert man mit Hilfe der z-Transformationen A und B aus Bemerkung 2.8 die Funk-
tionen p(w) := A(e™™) und ¢ (w) := B(e ™), w € (—m, |, so lisst sich (2.6) schreiben
als

/ e o(N)dZx(\) = / eMp(N)dZ.(N), YVt e 7, (2.16)
(—m,m] (—m,m]

wobei {Zx(\) : A € (—m, 7]} der zu { X, } ez bzw. {Z:(N\) : A € (—m, 7|} der zu {€ ez
gehorige Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen ist. ]

Satz 2.16 (Spektraldarstellung des ARM A(p, q)-Prozesses).
Sei { X} ez ein ARM A(p, q)-Prozess, definiert durch
A(L)X; = B(L)e;, t€Z, ¢~ (0,07) (2.17)

mit A und B wie in Bemerkung 2.8. Falls A und B keine gemeinsamen Nullstellen haben
und A(z) # 0 fir alle z € C mit |z| = 1 gilt, dann besitzt {X;}iez die Spektraldichte

f) =

L\qu

2B M o? [P -
A ™E 2 pp ST (2.18)

bzw. die Transferfunktion (oder den Filter)

Lo BN o v
AN = T = sy N ECmT (2.19)

Der Prozess { X, }iez besitzt dann die Spektraldarstellung

_ gt e V(N
Xt_/(ﬂ] T LSL N, teT, (2.20)

2.2 Konvergenzarten

In der Stochastik muss man sorgsam zwischen den verschiedenen Konvergenzarten unter-
scheiden. Wir werden die fast sichere Konvergenz, die Konvergenz nach Wahrscheinlich-
keit, die schwache Konvergenz und die Konvergenz in Verteilung definieren sowie deren
in dieser Arbeit benotigten Eigenschaften und die Zusammenhénge der Konvergenzen
untereinander ansprechen. Besonders haufig werden wir in den folgenden Kapiteln die
Aussagen der Lemmata 2.26 und 2.27 iiber hinreichende Bedingungen fiir Konvergenz
und Beschréanktheit nach Wahrscheinlichkeit benutzen, weshalb wir diese auch kurz be-
weisen werden.
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Abschlielend zitieren wir einen Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingaldifferenzschema-
ta aus einer Arbeit von Liptser und Shiryaev (siehe [17]), welcher spéter in Kapitel 6 das
Fundament der asymptotischen Betrachtungen sein wird.

Definition 2.17 (P-fast sichere Konvergenz).
Es seien { X, }nen, Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann
konvergiert { X, }nen (P-)fast sicher gegen Xy, falls

P{w € Q| Xp(w) — Xo(w)}) =1 (2.21)
gilt. Man schreibt dann
X, 1% x,. (2.22)

Definition 2.18 (Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit).
Es seien { Xy }nen, Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann
konvergiert { X, }nen stochastisch (nach Wahrscheinlichkeit) gegen Xo, falls

Ve>0:P(|X,—Xo| >¢) — 0 (2.23)
gilt. Man schreibt dann
X, 2 Xo oder X, — Xo=op(1). (2.24)

Definition 2.19 (schwache Konvergenz).
Es sei { Py }nen, eine Folge von Verteilungen auf (R* B¥), wobei B* die k-dimensionale
Borel-o-Algebra bezeichne. Dann konvergiert { P, },en schwach gegen Py, falls

/del—el/fd%, Vf € C*(RF), (2.25)
wobes
C*'(R*) := {f : R¥ — R, f stetig und beschrénkt}. (2.26)

Man schreibt dann

P, = P (2.27)
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Definition 2.20 (Konvergenz in Verteilung).

{ X, bnen, seien Zufallsvariablen auf den Wahrscheinlichkeitsraumen (2, An, Pp)nen, und
sei {P,}nen, eine Folge von Verteilungen auf (R* BF). Dann konvergiert {X, }nen in
Verteilung gegen Xo, falls {PX"},en schwach gegen POX0 konvergiert, also wenn

/ fdpXr — / fdr°,  Yf e C'(RF) (2.28)
gilt. Man schreibt dann
D
X, — X,. (2.29)

Um auszudriicken, dass X, gegen eine N (u,o?)-verteilte Zufallsvariable konvergiert, so
schreibt man auch

X, 2 N(p, 0?). (2.30)

Bemerkung 2.21.

Aus der P-fast sicheren Konvergenz folgt die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit und
aus der Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit folgt die Konvergenz in Verteilung. Die Um-
kehrungen gelten im Allgemeinen nicht. O

Satz 2.22 (Slutsky).
Seien { X, bnen, und {Y, }nen RF-wertige Folgen von Zufallsvariablen auf (Q,.A, P) mit

X, A Xo und Y,, —a = op(1), a € RE. Dann folgt

(i) Xp+Y, > Xo+a, (2.31)
(i) X, Y, 2 Xp-a. (2.32)

Definition 2.23 (Beschrinktheit nach Wahrscheinlichkeit).
Eine Folge von RE-wertigen Zufallsvariablen { X, }nen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P) heifit beschrinkt nach Wahrscheinlichkeit (oder straff), falls
Ve>0dM <ocoVneN: P(|X,]| >M) <e (2.33)
gilt. Man schreibt dann

X, = Op(1). (2.34)
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Bemerkung 2.24 (Stochastische Landau-Symbole).
Die Symbole op(-) und Op(-) heiflen stochastische Landau-Symbole. In den Definitionen
2.18 und 2.23 sind op(1) und Op(1) erklirt, so dass man fiir eine Folge {a,}neny mit
Werten in (0, 00) die Ausdriicke op(a,) und Op(a,) durch

X, =0p(a,) = X,=Y, -a,NY, =0p(1), (2.35)
X, =opla,) = X,=Y, a,\Y, =o0p(1) (2.36)

definieren kann. Handelt es sich bei den X, nicht um Zufallsvektoren, sondern um de-
terministische Vektoren, so reduzieren sich die stochastischen Landau-Symbole auf die
tiblichen Landau-Symbole o(a,) und O(a,). O

Satz 2.25 (Wahrscheinlichkeitstheoretische Ungleichungen).
Seien X undY reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Dann gilt fir alle e >0

Bl X"
(1) P(X]|>e¢) < ! . | ], r >0, (allg. Markov-Ungleichung) (2.37)
€
y Var[X] _
(i) P(|X —E[X]|>¢) < = (Tschebyscheff-Ungleichung) (2.38)

(iii) E[|X Y]] < VE[XYVE[Y?. (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) (2.39)

Lemma 2.26 (Hinreichende Bedingungen fiir op(1)).
Es seien { X, }nen reellwertige Zufallsvariablen auf (Q, A, P). Gilt eine der beiden Aussa-
gen

(@) ElXa] — 0, (2.40)
(44) E[Xi]r:oo, (2.41)

so folgt die Konvergenz gegen null nach Wahrscheinlichkeit von X,,, d.h. X, = op(1).

Beweis.
Wendet man die allgemeine Markov-Ungleichung (2.37) fiir » = 1 und r = 2 auf die
Definition von op(1) an, so erhélt man

El[Xa]]

P(|Xn’ > ‘5) <
€

(2.42)

bzw.

EIX.

P(Xal z€) < —

(2.43)

€

Nach Voraussetzung streben die jeweiligen Erwartungswerte fiir alle € > 0 mit wachsendem
n gegen null, so dass X,, = op(1) folgt. O
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Lemma 2.27 (Hinreichende Bedingungen fiir Op(1)).
Es seien { X, }nen reellwertige Zufallsvariablen auf (2, A, P). Ist fir eine endliche Kon-
stante C' eine der beiden Beschrdnktheitsbedingungen

(i) 3C<ooVneN:E[|X,]<C, (2.44)
(i) 3C <ocoVneN:E[X]<C (2.45)

erfiillt, so folgt die Beschrdnktheit nach Wahrscheinlichkeit von X,,, d.h. X,, = Op(1).

Beweis.
Analog zum Beweis von Lemma 2.26 ergibt sich die Aussage aus

E|X.)) _C

P(X,|>M)<——— 2.46
(1%, > by < 2l o © (2.46)
bzw. aus
E[X?] C
P (X, > M) < EERVE] (2.47)
fiir hinreichend grofies M. |

Lemma 2.28 (Rechenregeln fiir Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit).
Seien { X, bnen, und {Y, }nen, R -wertige Folgen von Zufallsvariablen auf (9, A, P) mit
X = Xo+o0p(l) und Y,, = Yo + op(1). Dann folgt

(1) Xn+Y,=Xo+Y,+o0p(1), (2.48)
(i) XY, = XYy +op(1). (2.49)

Die beiden folgenden Sétze zeigen, wie sich Konvergenz und Beschranktheit nach Wahr-
scheinlichkeit vereinen lassen (Slutsky) sowie die Vertraglichkeit der Konvergenz in Ver-
teilung mit stetigen Abbildungen bzw. mit Abbildungen, deren Menge der Unstetigkeits-
stellen die Wahrscheinlichkeit null besitzen.

Satz 2.29 (Slutsky).
Seien { X, }tnen und {Y, }nen RF-wertige Folgen von Zufallsvariablen auf (2, A, P) mit
X, = Op(1) und Y,, = op(1). Dann folgt

X, - Y, = op(1). (2.50)
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Satz 2.30 (Continuous Mapping Theorem).

Es sei { X, }nen, eine R¥-wertige Folge von Zufallsvariablen. Ist g : RF — R™ eine messba-
re Abbildung und fiir die stets Borel-messbare Menge D, := {x € R* : g ist unstetig in z}
gelte P(Xy € Dy) =0, dann gilt die Implikation

X, 25Xy = g(X) - g(Xo). (2.51)

Will man fiir eine Folge k-dimensionaler Zufallsvektoren Konvergenz in Verteilung nach-
weisen, so erleichtert die Cramér-Wold-Technik die Situation erheblich, indem sie das
Problem auf eine Konvergenz von eindimensionalen Zufallsvariablen zuriickfiihrt.

Satz 2.31 (Cramér-Wold-Technik).
{ X }nen, seien RF-wertige Zufallsvariablen. Dann gilt

X, 2 x, & IXx,2TX,, VeeR* (2.52)

Satz 2.32 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Martingaldifferenzschemata).

Fiir jedes n € Ny sei die Folge £" := {&t, Fi'}io eine quadratisch integrierbare Martin-
galdifferenz, d.h. fir alle t € {1,...,n} seien E[&,] < oo und E[&4|F] ] = 0 erfiillt.
Gilt fiir alle n € N zusdtzlich

n

Y B =1 (2.53)

t=1

sowie &, 0 = 0, dann sind die beiden Bedingungen

ST B I(En] > 0)|F] = 0, (2.54)
t=1
SN B F] 1 (2.55)
t=1

hinreichend (und notwendig) fir die Verteilungskonvergenz

> € 5 N(0,1). (2.56)
t=1



Kapitel 3

Das zeitabhingige AR-Modell
(tvAR-Modell)

Die klassische Zeitreihenanalyse beschéftigt sich mit der Untersuchung von Abhéngig-
keitsstrukturen einzelner Beobachtungen. Weit verbreitet sind Modelle wie z.B. AR-
Modelle oder die allgemeinere Klasse der ARM A-Modelle (siche Abschnitt 2.1), bei denen
man eine iiber die Zeit unverdinderliche funktionale Abhéngigkeit der Beobachtungen von
ihren Vorgéngern unterstellt. Zusétzlich geht man davon aus, dass diese Abhéngigkeit mit
einem Fehler behaftet ist, welcher etwa durch Messfehler oder Fehlspezifikation des Mo-
dells erklart werden kann. Diese Fehlereinfliisse werden dabei durch geeignete Zufallsva-
riablen, etwa einem weiflen Rauschen (siehe Definition 2.5), modelliert. Daher spricht man
auch von stochastischer, statt von funktionaler Abhéngigkeit. Man kommt jedoch schnell
zu der Erkenntnis, dass die Annahme einer iiber die Zeit unverénderlichen Abhéngig-
keit der Beobachtungen reale Sachverhalte oft nur unzureichend beschreiben kann. Daher
macht es Sinn in einem zeitvariablen autoregressiven Modell, dem sogenannten tvAR-
Modell (time varying), diese Forderung zu lockern und eine iiber die Zeit verdnderliche
Abhéngigkeitsstruktur zuzulassen.

In Abschnitt 3.1 untersuchen wir einfithrend das klassische stationdre AR-Modell und
stellen zur Veranschaulichung die Realisierungen zweier AR(1)-Modelle graphisch dar und
diskutieren deren Eigenschaften kurz. Im zweiten Abschnitt motivieren wir zunéchst die
Notwendigkeit eines zeitvariablen AR-Modells (tvAR-Modell) durch das nicht-stationdre
Verhalten einer Finanzzeitreihe, bevor wir den Ansatz zeitabhéngiger Spektraldarstel-
lungen von Priestley [21] und dessen Weiterentwicklung von Dahlhaus [6] prisentieren.
Bevor wir im letzten Teil dieses Kapitels die Frage nach der Existenz kausaler Losun-
gen beantworten und einen Zusammenhang im tvAR-Modell zwischen Stationaritét und
Nicht-Stationaritédt herstellen, beschéftigen wir uns in Abschnitt 3.3 mit dem Problem
der Simulation von AR- und tvAR-Prozessen.

17
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Abbildung 3.1: AR(1)-Reihe mit n=500, & = 0,9 und ¢, ~ N(0, 1).

3.1 Das stationire AR-Modell

Im stationéren autoregressiven Modell p-ter Ordnung (AR(p)-Modell, siche Definition
2.9) errechnen sich die Werte einer Zeitreihe als gewichtete Linearkombinationen der p
Vorgéanger plus Fehler. Dabei unterstellt man den Koeffizienten bzw. Gewichten des Mo-
dells, dass sie iiber die Zeit konstant bleiben. Es liegt also eine unverédnderliche Abhéngig-
keitsstruktur vor. Genauer beschéftigt man sich mit Losungen der Differenzengleichungen

p
Xi=>Y opXipte, VEELZ (3.1)

k=1

wobei ¢ ~ (0,02) ein weifies Rauschen beschreibt. Nach Korollar 2.13 existiert eine sta-

tiondre kausale Losung genau dann, wenn 1 — »7_, apz® # 0 fiir alle z mit |z] < 1 gilt.

Um die Bedeutung der Koeffizienten oy, k = 1,...,p in Gleichung (3.1) besser verstehen
zu konnen, wollen wir den Spezialfall p = 1 mit « := aq, also

Xt = OéXt_l + €, Vt € Z (32)

néher untersuchen. Fiir das AR(1)-Modell (3.2) existiert eine stationére kausale Losung
genau dann, wenn |a| < 1 gilt.
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Abbildung 3.2: AR(1)-Reihe mit n=500, o = —0,3 und ¢, ~ N(0,1).

Zur Veranschaulichung haben wir zwei AR(1)-Reihen mit n = 500 simuliert und graphisch
dargestellt (siche auch Abschnitt 3.3). Abbildung 3.1 zeigt eine Realisierung einer AR(1)-
Zeitreihe mit positivem Koeffizienten o = 0,9 nahe bei eins und Abbildung 3.2 eine mit
negativem Koeffizienten o« = —0, 3 nahe bei null. Bei beiden Simulierungen haben wir ein
standard-normalverteiltes weiBes Rauschen ¢, ~ N(0,1) verwendet. Die Kurvenverliufe
beider Realisierungen haben als charakteristische Merkmale der Stationaritdt zum einen
eine in gewisser Weise gleichbleibende Struktur und zum anderen schwanken sie um null.

Am Anfang des folgenden Abschnitts gehen wir néher auf die Kurvenverldufe der Pfade
aus den Abbildungen 3.1 und 3.2 ein und interpretieren deren Unterschiede bzw. Gemein-
samkeiten, bevor wir die Probleme bei der Modellierung realer Daten diskutieren und die
Grenzen stationérer autoregressiver Modelle aufzeigen.

3.2 Motivation des tvAR-Modells

Vergleicht man die Kurvenverldufe der beiden Realisierungen aus Abbildung 3.1 und 3.2,
so fallen einem im Wesentlichen zwei Unterschiede auf. Zum einen verlduft die erste Kurve
mit positivem Koeffizienten deutlich ruhiger als die zweite mit negativem Koeffizienten.
Das liegt gerade daran, dass beim Ubergang von einem Zeitpunkt zum néchsten der
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Abbildung 3.3: Relative Ein-Tages-Veranderungen des DAX fiir den Zeitraum 03.01.2003
bis 30.12.2004 in Prozent %.

Vorgénger prozentual mit gleichem Vorzeichen {ibernommen wird und der dazu addierte
Fehler um null streut. Dies hat zur Folge, dass die Kurve in Abbildung 3.1 weniger os-
zilliert als die in Abbildung 3.2, wo jeder Wert prozentual mit umgekehrtem Vorzeichen
in seinen Nachfolger eingeht und sich daher die Vorzeichen der Zeitreihe oft dndern und
die Kurve stark um null schwankt. Zum anderen bewirkt der vom Betrag her gréflere
Koeffizient o = 0,9, dass die Amplitude in Abbildung 3.1 gréfer ist als in der zweiten
Abbildung.

Beide Kurven haben aber die Gemeinsamkeit, dass sie ihre Struktur, also im ersten Bei-
spiel den ruhigen und im zweiten den stérker oszillierenden Verlauf, iiber die Zeit beibe-
halten, was gerade charakteristisch fiir stationdre Prozesse ist. Diese Eigenschaft macht es
moglich, die AR-Koeffizienten in gewisser Weise als Durchschnitt iiber die Zeit konsistent
zu schitzen und erlaubt somit einen relativ einfachen asymptotischen Zugang (siehe Kreif3
[15], Kapitel 11).

Bei praktischen Anwendungen lassen sich allerdings héufig strukturelle Schwankungen
iiber die Zeit beobachten, welche nicht verniinftig mit einem stationidren Ansatz zu er-
klaren sind. Als prominentes Beispiel haben wir fiir den Zeitraum 03.01.2003 bis 30.12.2004
aus den Tagesschlusskursen des Deutschen Aktien Indizes (DAX) die relativen Ein-Tages-
Veranderungen errechnet und diese in Abbildung 3.3 aufgetragen. Man erkennt hier das
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nicht-stationdre Verhalten dieser Zeitreihe deutlich an den hohen Ausschlégen in der lin-
ken Hélfte der Abbildung und daran, dass die Ausschlagshohe im Laufe der Zeit immer
mehr abnimmt.

Es dréangt sich daher die Frage auf wie sich solche Phanomene geeignet modellieren lassen,
ohne sich dabei komplett von der weit entwickelten Theorie autoregressiver Prozesse zu
l16sen. Nahe liegend scheint hier sich von der einschrankenden Annahme der Stationaritét
zu befreien und die bestehende Theorie auf den nicht-stationdren Fall auszudehnen, indem
man die Forderung nach konstanten Koeffizienten oy, lockert und ihnen eine Abhéngigkeit
von der Zeit gestattet, man also Koeffizientenfunktionen ay(t) betrachtet. Dabei fordert
man von diesen Funktionen, dass sie sich langsam mit der Zeit &ndern. Diese Glattheit
ermoglicht es ndmlich lokal die Theorie stationdrer AR-Reihen anzuwenden (siehe Satz
3.6). Man will also global nicht-stationére Prozesse betrachten, welche lokal ein anndhernd
stationédres Verhalten aufweisen.

Die Idee eines lokal approximativ stationédren Prozesses fand erstmalig 1965 in der Arbeit
von Priestley [21] Erwihnung, wo der Autor eine Theorie basierend auf zeitabhéngigen
Spektra (fiir Spektraldarstellung im zeitunabhéngigen Fall siche Abschnitt 2.1) entwickel-
te. Priestley betrachtete Prozesse mit einer zeitabhéngigen Spektraldarstellung

X, - / FMA(LN)E(N), tEZ, (3.3)
(_va]

wobei £()) einen Prozess mit orthogonalen Zuwéchsen bezeichnet und A(t, \) eine zeit-
variable glatte Transferfunktion ist.

Innerhalb der von Priestley entwickelten Theorie fiir nicht-stationére Prozesse ist es aber
unmoglich eine sinnvolle asymptotische Theorie aufzusetzen. Beispielsweise ist es nicht
moglich wie im stationéren Fall einen konsistenten Schétzer iiber ein gewisses arithmeti-
sches Mittel zu definieren. Asymptotische Betrachtungen werden aber gebraucht, um die
statistischen Untersuchungen zu vereinfachen, da es hoffnungslos ist, Berechnungen fiir
eine endliche Anzahl von Daten anzustellen. Seien etwa die Beobachtungen Xi,..., X,
eines zeitvariablen AR(p)-Modells nach Priestley

p
Xi=> a®)Xip+e, t=1,....n (3.4)
k=1

mit weifem Rauschen ¢, ~ (0,02) gegeben, wobei ai(-) : N — R zeitabhiingige Koeffi-
zientenfunktionen sind. Lésst man nun n gegen oo streben, d.h. man setzt den Prozess
in die Zukunft fort, so ergibt sich aufgrund der Nicht-Stationaritit keine Zunahme an
Information iiber das Verhalten des Prozesses in der Gegenwart. Dies liegt daran, dass
sich die Struktur der Zeitreihe mit ¢ &ndert und daher zukiinftige Daten keine oder nur
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wenig Aussagekraft {iber die Gestalt der Reihe in der Gegenwart haben.

Hier ist also ein anderer Zugang von Noten. Dahlhaus [6] wihlte den aus der nicht-
parametrischen Kurvenschétzung bekannten Ansatz, dass fiir gréer werdendes n der
Prozess auf einem immer feineren Gitter des selben Intervalls beobachtet wird. Er skaliert
den Prozess auf das Intervall [0, 1] um und betrachtet fiir das zeitabhéngige AR-Modell
das Dreiecksschema

p
Xt,n = Zak(%)Xt—k,n—'—eh t = ].,...,’I'L (35)
k=1

mit ¢ ~ (0,0?) und Koeffizientenfunktionen ay(-) : [0,1] — R. Léisst man nun in diesem
neuen Modell n immer grofiler werden, so stehen einem fiir jeden Zeitpunkt ¢ € [0, 1] im-
mer mehr Beobachtungen in der N&he von ¢ zur Verfiigung, man erhélt also immer mehr
Information iiber die lokale Struktur der Zeitreihe.

Weiter oben haben wir bereits die Klasse von Modellen, die wir hier untersuchen wollen,
eingeschréankt, indem wir von nicht-stationéren Zeitreihen gesprochen haben, die lokal ein
stationdres Verhalten zeigen. Denn machen wir keinerlei Einschrénkungen hinsichtlich des
Grades der Nicht-Stationaritét, so ist es einfach unmaoglich, hierfiir eine bedeutsame Theo-
rie zu entwickeln. Um pathologische Félle, hervorgerufen etwa durch stark oszillierende
Koeffizientenfunktionen ay(-), auszuschlieBen, schrianken wir das Verhalten des Prozesses
ein, indem wir fordern, dass er sich lokal nicht wesentlich von einem stationiren Prozess
unterscheiden soll. Man erreicht dies durch Einbetten einer stationéren Struktur zu je-
dem Zeitpunkt ¢. Dabei ist der Ansatz vergleichbar mit der nicht-parametrischen Technik
eine Gerade lokal an eine nicht-lineare Kurve anzulegen (siche Kapitel 4). Genauso wie
man dort eine Glattheitsbedingung der Kurve benétigt, um den Ansatz zu rechtfertigen,
miissen wir in unserem Fall auch eine gewisse Glattheit der ay(-) fordern.

Dahlhaus gelang es in [3] den Begriff der lokalen Stationaritit griindlich zu definieren
und damit die vorangegangenen Uberlegungen zu prizisieren. Dabei beschreibt er die
geforderte Glattheit mit Hilfe der Spektraldarstellung bzw. mit der Stetigkeit einer ap-
proximierenden Transferfunktion (siehe Satz 2.16).

Definition 3.1 (Lokale Stationaritét).

Das Dreiecksschema X;,,, t = 1,...,n heifst lokal stationdr mit Transferfunktion A°(-)
und Trend p(-), falls eine Spektraldarstellung

X =p(E) + /( . ]exp(Mt)Agn(A)dg(A) (3.6)

existiert, mit



KAPITEL 3. DAS ZEITABHANGIGE AR-MODELL (TV AR-MODELL) 23

(i) &(N) ist ein stochastischer Prozess auf [—m, ] mit £(N) = £(—=\) und

cum{de(\), . ... dE()} =1 (Z Aj> By o Aee)dNy - dhe, (3.7)

wobei cum{...} den Kumulanten k-ter Ordnung bezeichne, hy = 0, ha(\) = 1,
|he(Ar, - s A1) < consty fiir alle k und n(\) = 272 0(\ + 27j) die 27-
periodische Fortsetzung der Dirac Delta-Funktion ist.

(ii) Es existiert eine Konstante K und eine 2w-periodische Funktion A :[0,1] x R — C
mit A(u, —\) = A(u, \) und

w M S

sup|AY,(A) — A(L,\)| < Kn™! (3.8)
£

fiir alle n. A(u, \) und p(u) seien stetig in u.

In seiner Arbeit betrachtet Dahlhaus unter gewissen zusétzlichen Annahmen die Differen-
zengleichungen (3.5), wo er jedoch wie in obiger Definition eine verdnderliche Trendfunkti-
on p(-) sowie eine verdnderliche Funktion der Standardabweichung des weiflen Rauschens
o(+) zuldsst. In dieser Arbeit wollen wir aber nur den Fall ohne Trend p(-) = 0 behandeln
sowie eine iiber die Zeit konstante Standardabweichung o(-) = o, welche bei uns in das
weile Rauschen ¢, ~ (0,0?) einflieBt, zulassen.

Es ergibt sich als Spezialfall des Theorems 2.3 aus [3] die lokale Stationaritidt von (3.5)
aus folgendem Satz. Zu beachten ist dabei, dass die Modellgleichung (3.9) nicht mehr nur
auf [0, 1], also fiir t € {1,...,n}, sondern auf R betrachtet wird, indem man ¢ € Z zulésst.

Satz 3.2 (Lokale Stationaritit des tvAR-Modells).
Betrachte das System von Differenzengleichungen

p
Xin=> op(H)Xipnt+e, tEL (3.9)
k=1

mit ¢ ~ (0,02). Firk = 1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen ay(-) stetig auf R,
wobei ag(u) = ag(0) firu <0 und ag(u) = ag(l) fir u > 1 gelte, und differenzierbar fir
u € (0,1) mit beschrinkten Ableitungen. Falls 1 — Y7 ax(u)z¥ # 0 fir alle z € C mit
|z| <14 ¢ mit c> 0 gleichmdfig in u, dann hat das obige Differenzengleichungssystem
eine Losung der Form (3.6) mit Transferfunktion

Alu, \) = \/% (1 - Zak(u)e—m) (3.10)
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und zeitvariabler Spektraldichte

(3.11)

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2 ist das zeitabhéngige tv AR(p)-Modell also lokal
stationdr im Sinne der Definition 3.1 von Dahlhaus.

Bemerkung 3.3.

Die Eigenschaft der lokalen Stationaritét des tv A R-Modells ist wesentlich fiir die folgenden
Kapitel. Daher werden wir uns im Weiteren mit den Begriffen tvAR-Modell bzw. tv AR-
Prozess auf die Modellgleichung (3.9) beziehen, wobei die Koeffizientenfunktionen ay(+)
wie in Satz 3.2 stetig durch ay(u) = ax(0) fir u < 0 und ax(u) = ag(l) fir u > 1 auf R
fortgesetzt sind. O

Um ein Gespiir zu bekommen, was lokal stationér geméafl Definition 3.1 eigentlich bedeutet
bzw. welche Auswirkungen das Erlauben von zeitabhéngigen Koeffizienten auf die Pfa-
de einer tvAR-Zeitreihe hat, werden wir uns im néchsten Abschnitt mit der Simulation
solcher Prozesse beschéftigen.

3.3 Simulation von tvAR-Prozessen

Sowohl im stationdren AR-Modell, als auch im zeitabhédngigen tv A R-Modell tritt bei der
Simulation einer Realisierung das Problem auf, dass man keinen Anfang hat. Im AR(1)-
Modell etwa steht einem keine anfingliche Beobachtung X; zur Verfiigung aus der sich
der zeitliche Nachfolger X;.; berechnen ldsst, da man ja die Zeitreihe als Losung auf der
Menge der ganzen Zahlen Z betrachtet.

Im AR(p)-Modell 16st man dieses Problem, indem man p Anfangswerte gleich null setzt
und die Reihe einschwingen lidsst. Mochte man beispielsweise die Realisierung eines AR(2)-
Prozesses mit n = 500 simulieren, so setzt man zwei Anfangswerte gleich null, berechnet
die Werte der Zeitreihe fiir n = 600 und benutzt dann nur die letzteren 500 Beobachtun-
gen. Dieses Vorgehen kann man damit rechtfertigen, dass die Koeffizienten konstant sind
und sich der Prozess exponentiell schnell einschwingt (siche etwa Schlittgen [22], S.106f).

Die Situation im tvAR-Modell unterscheidet sich von der oben beschriebenen dadurch,
dass die Koeffizienten nicht konstant sind, sondern veranderliche Funktionen auf [0, 1] bzw.
konstant fortgesetzt auf R darstellen. Ein analoges Vorgehen wie bei AR-Reihen ist hier
also zunédchst nicht moglich, da nicht klar ist wie man den Prozess sinnvoll einschwingen
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Abbildung 3.4: tvAR(4)-Reihe ohne Einschwingen mit n = 100, ay(u) = —0,9u + 0, 2,
az(u) = —0,4u — 0,4, az(u) = —0,8u + 0,2, ay(u) = 0,9u — 1 und ¢ ~ N (0, 1).

lassen soll. Ein auf den ersten Blick addquater Ausweg wére es, die ersten Beobachtungen,
also X1 4, ..., Xpn, gleich null zu setzen und damit die Reihe zu simulieren. Dieser Ansatz
ist aber nicht sonderlich zufriedenstellend, denn selbst fiir grofles n, also eine grofie An-
zahl von Beobachtungen, wiirde man den Prozess aufgrund der Einschwingphase an der
linken Intervallgrenze nicht richtig wiedergeben und den Kurvenverlauf verfilschen. Ein
cbenfalls recht nahe liegendes Setzen der Beobachtungen X,_,, = --- = Xy, = 0, welche
nicht mehr in [0, 1] liegen, wiirde zwar das Problem des Einschwingens etwas weiter an
den Rand des Intervalls schieben, jedoch immer noch die Kurve nicht richtig darstellen.
Insbesondere wenn man es mit Koeffizientenfunktionen zu tun hat, fiir welche nicht gerade
ax(0) = 0 gilt, also wo ay(+) nicht glatt an null anschliefit.

Man 16st dieses Problem, indem man die stetige Fortsetzung der ay(-) aus Satz 3.2 be-
nutzt und damit den Prozess auflerhalb von [0, 1] als stationér betrachtet. Dies macht es
moglich, das oben beschriebene Einschwingverfahren fiir AR-Zeitreihen zu benutzen, um
sich sinnvolle Anfangswerte X;_, ., ..., Xy, zu erzeugen, womit man dann die Simulation
fiir das Intervall [0, 1] vornimmt. Durch das glatte Fortsetzen bei null erreicht man ein
schnelleres Einschwingen und erhélt einen besseren Kurvenverlauf in der Nédhe der linken
Intervallgrenze.

Um die Unterschiede der eben angesprochenen Simulationsverfahren von tv A R-Prozessen
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Abbildung 3.5: tvAR(4)-Reihe mit Einschwingen mit n = 100, a;(u) = —0,9u + 0, 2,
as(u) = —0,4u — 0,4, az(u) = —0,8u + 0,2, ay(u) =0,9u — 1 und ¢ ~ N(0,1).

graphisch zu veranschaulichen, haben wir dieselbe tv AR(4)-Reihe einmal mit Startwerten
X 3100 = -+ = Xo,100 = 0 (Abbildung 3.4) und einmal mit Anfangswerten, welche wir
zuvor durch die Simulation der stationdren AR(4)-Reihe X; = a1(0) X1 + a2(0)X;_o +
a3(0)X—3 + a4(0) X;—4 + € erzeugt haben (Abbildung 3.5), simuliert. Man sieht deutlich,
dass das Verfahren, welches in Abbildung 3.4 angewandt wurde, den Kurvenverlauf im
ersten Drittel des Intervalls [0, 1] verfélscht, weil es dort die Héhe der Ausschléige zu klein
darstellt.

Zur genaueren Veranschaulichung der Auswirkungen zeitabhingiger Koeffizienten haben
wir in den Abbildungen 3.6 und 3.7 zwei weitere tv A R-Reihen graphisch dargestellt. In Ab-
bildung 3.6 sicht man die Realisierung einer tv AR(1)-Reihe mit o(u) = 0,9sin(27u) (sie-
he auch Abbildung 4.1), wobei die Simulation mit Anfangswert X500 = 0 vorgenommen
wurde. Dieses hat hier keine signifikanten Auswirkungen auf den Kurvenverlauf, da fiir die
Koeffizientenfunktion a(0) = 0 gilt. Abbildung 3.7 zeigt den Pfad eines tv AR(1)-Prozesses
mit linearer Koeffizientenfunktion a(u) = 1,8u—0,9. Da in diesem Fall a(0) = —0,9 gilt,
haben wir hier durch Simulation der stationdren AR(1)-Reihe X; = —0,9X;_; + ¢ einen
Anfangswert erzeugt, womit wir dann die tv AR(1)-Reihe generiert haben. Betrachtet man
die beiden Abbildungen, so ist als Merkmal der Nicht-Stationaritit eine Verdnderung der
Struktur iiber die Zeit deutlich erkennbar.
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Abbildung 3.6: tv AR(1)-Reihe mit n=500, a(u) = 0,9sin(27u) und ¢, ~ N (0, 1).

In Abbildung 3.6 fillt einerseits auf, dass die Kurve in der ersten Hélfte des Intervalls
[0, 1] ruhiger verlduft als in der zweiten, was daran liegt, dass a(u) fiir u € [0, 1/2] positiv
und fiir u € [1/2,0] negativ ist (siche auch Abschnitt 3.2). Andererseits verhélt sich die
Amplitude iiber die Zeit entsprechend der Hohe der Koeffizientenfunktion. In Abbildung
3.7 ist eine immer ruhiger werdende Kurve zu sehen, deren Amplitude im Intervall [0, 1/2]
kontinuierlich abnimmt und danach wieder zunimmt, was auf die lineare Gestalt von «a(+)
zuriickzufiihren ist.

Insgesamt kommt man zu der Uberzeugung, dass die Verallgemeinerung des stationéren
autoregressiven Modells durch Zulassen von sich langsam dndernden Koeffizienten ein
gutes Werkzeug darstellt um nicht-stationédres Verhalten von Zeitreihen modellieren zu
konnen. Im tvAR-Modell ist es wie in den Abbildungen 3.6 und 3.7 zu sehen moglich,
die verschiedenen Ausprégungen der Struktur einer Realisierung, etwa den Verlauf iiber
die Zeit, variabel zu gestalten. Beispielsweise lésst sich der Oszillationsgrad zeitabhéngig
modellieren.
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Abbildung 3.7: tv AR(1)-Reihe mit n = 500, a(u) = 1,8u — 0,9 und ¢, ~ N (0, 1).

3.4 Eigenschaften von tvAR-Prozessen

Wie bereits in Kapitel 2 erwahnt, interessiert man sich in der klassischen Zeitreihen-
analyse besonders fiir kausale Losungen der zugrunde liegenden Modellgleichungen (siehe
Definition 2.11). Dies liegt vor allem daran, dass sie leicht zu handhaben sind und an
der natiirlichen Vorstellung, dass der Wert einer Zeitreihe zu jedem Zeitpunkt ¢ nur von
der Vergangenheit abhédngen sollte. Es stellt sich also die Frage ob bzw. unter welchen
Bedingungen die tvAR(p)-Modelldifferenzengleichungen

Xip = Z&k )X1—kn + €1,

Xo, = ZO% )Xok + €2, (3.12)

i

Xn,n = ak(%)ank,n + €y
k=1

solche Losungen X, besitzen, welche nur von €, s < ¢ abhéngen. Im zeitunabhéngi-
gen Fall fordert man auflerdem die absolute Summierbarkeit der Koeffizienten {1y }ren
fiir die kausale M A(oo)-Darstellung. Als natiirliche Verallgemeinerung von (2.12) ist es
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hier sinnvoll, eine von €, s < ¢t abhingige Losung der Differenzengleichungen (3.12) als
kausal zu bezeichnen, wenn die Summe der Absolutbetrige der von ¢ und n abhéngigen
Koeffizienten {1}, } en der zeitabhéngigen M A(oo)-Darstellung gleichméBig beschrankt
bleibt in ¢ und n. Statt Y .-, [¢%| < oo im zeitunabhéngigen Fall, fordert man also fiir
eine kausale Losung im tv AR(p)-Modell sup Y 72 |1)¢.,] < 00 (siche auch (3.15)).

t<n

Unter dhnlichen Voraussetzungen wie in Satz 3.2 gelang es Kiinsch in [16] die Existenz
einer kausalen Losung von (3.12) mit oben geforderten Eigenschaften nachzuweisen.

Satz 3.4 (Existenz einer kausalen Losung).

Firk =1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen ay(-) in (3.12) stetig auf [0, 1] und auf
(—o0, 1] durch ay(u) = a(0) fiir u < 0 fortgesetzt. Weiter gelte 1 — > % _, ag(u)z* # 0
fir alle z € C mit |z| < 1+ ¢ mit ¢ > 0 gleichmaf$ig in u. Dann existiert eine Folge
{@jtntjen, so dass das System von Differenzengleichungen (3.12) eine Lisung der Form

Xin =Y @jtmérj, 1<t<m, (3.13)
=0
mit
sup Z |0jtn| < 00 (3.14)
t<n

hat. Die Schreibweise in (3.14) steht hier (siehe auch (3.32)) abkiirzend fir

dC <00 VneN: sup Z lojenl < C. (3.15)
7=0

1<t<n .

Bemerkung 3.5.

Kiinsch stiitz seinen Beweis im Wesentlichen auf die aus der Theorie iiber lineare Diffe-
renzengleichungen bekannte Funktion von Green (siche auch Miller [19], Hallin [11] und
[12] sowie Mélard [18]) und ein Resultat tiber die Beschranktheit der Norm einer Matrix
unter gewissen Bedingungen an ihre Eigenwerte (siehe Householder [13]). Definiert man
fiir u € (—o0, 1] die Matrix von Green durch

ai(u) as(u) ap(u)
1 0 0

A(u) = 0 1 R : ) (3.16)
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so gilt fiir die Koeffizienten

Pjtn = (H A(%)) : (3.17)

Kiinsch zeigt in seiner Arbeit eine noch stérkere Eigenschaft als (3.14). Er beweist ndmlich,
dass fiir gewisse positive Konstanten C' < co und p < 1 gilt

t<n

j—1
sup|;sn| = sup (H A(%)) <C-p. (3.18)
t=n k=0 1,1
O

Die von Kiinsch bewiesene Existenz jener kausalen Losung hilft zunédchst nur insofern
weiter, dass man eine Darstellung gewonnen hat, welche explizit nur noch vom weiflen
Rauschen {¢;}4c7 abhéngt. Noch ist es aber weiterhin nicht moglich die bestehende Theo-
rie fiir stationéire Zeitreihen anzuwenden.

Aufgrund der in Satz 3.2 nachgewiesenen lokalen Stationaritdt des tv A R-Modells kénnen
wir aber zeigen, dass sich die global nicht-stationére zeitabhéngige M A(oo)-Reihe (3.13)
lokal durch stationdre M A(oo)-Prozesse approximieren lisst und somit die Theorie stati-
onérer Zeitreihen auf diese anwenden. Auflerdem werden wir zeigen, dass der Approxima-
tionsfehler von der Grofenordnung Op(+) ist und sich die gleichméBige Beschréinktheit
aus (3.14) auf die Koeffizienten der approximierenden M A(co)-Reihen iibertragt.

Lemma 3.6.
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.2. Dann existiert fiir { X, }7, aus (3.12) eine
Folge auf (0,1) differenzierbarer Funktionen {@;(:)|¢; : [0,1] — R}, und ein Prozess

{)“(’t,n};;l mit )?t,n = Z;io goj(ﬁ)et_j, so dass

(i) sgp\Xt,n — Xial = Oy(1), (3.19)
t<n
(i) Stupz i (£)] < o0 (3.20)
=0
qgilt.
Beweis.

Fiir jedes feste u € [0, 1] ist wegen der gleichméfigen Beschrianktheit weg vom Einheits-
kreis der Nullstellen von 1 — >"P_ ay(u)2" einerseits

Alu, ) = \}’% [1 - Zak(u)e_i)‘k] (3.21)
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die Transferfunktion bzw. f(u, \) := |A(u, \)|?* die Spektraldichte eines stationéiren AR(p)-
Modells (siehe Satz 2.16), andererseits existiert aus dem selben Grund eine kausale Losung
dieses AR(p)-Prozesses (siehe Satz 2.13). Es bezeichne {¢;(u)}22, die Koeffizienten dieser
zu u gehorigen kausalen Losung. Aus der kausalen M A(oco)-Darstellung dieser AR(p)-
Reihe folgt ebenfalls mit Satz 2.16, dass fiir ihre Transferfunktion auch

A \) = —=5" pj(w)e™ (3.22)
V27 4

gilt. Wegen der beiden Darstellungen iibertragen sich durch Koeffizientenvergleich in

1= (i wj(u)e_i”) (1 - Zak(u)e_i)‘k> (3.23)

die Glattheitseigenschaften der ay(-)’s auf die ¢;(-)’s.

Weil die Voraussetzungen von Satz 3.4 erfiillt sind, existiert wegen der kausalen Dar-
stellung (3.13) des Prozesses die Spektraldarstellung

Xip = / e“tAgn(A)dZe()\) (3.24)
(_71—17‘—}

mit zeitabhéngiger Transferfunktion

O — Ry
Ag,n()\) = \/ﬁ Z Pjtn€ )\]7 (325)
7=0

wobei Z () ein stochastischer Prozess mit orthogonalen Zuwiéchsen (siehe Definition 2.14)
auf (—m, 7] ist und Z.(\) = Z.(—\) gilt. Dahlhaus hat in Satz 3.2 gezeigt, dass {X;,}
aus (3.12) lokal stationér ist mit zeitabhéngiger Spektraldichte f(u, A). Damit folgt aus
Definition 3.1 (ii), dass fiir eine Konstante K

sup|A2n()\) — AL, V)] < Kyn™t (3.26)
A

gilt. Da fiir jedes u € [0, 1] der approximierende stationdre M A(oo)-Prozess eine Spekt-
raldarstellung

[e.e]

S p(we s = / e A(u, N)dZ,(\) (3.27)

j=0 (=]
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besitzt (siche Satz 2.16), folgt mit einer verédnderlichen Konstanten C' die Rechnung

~ O-E
sup| Xy, — Xin| = sup——
t t V2T

/(_ ]ei)‘t[A?,n()‘) — A(%,)\)]dZe()\)

< sup

Oc / |
t \/% (—m,m]
A

(—71',71’]

M |ALL(N) — AL, MdZ(N)

IN

< C-Z((=mn]) n7,
wobei Z((—m,7]) eine Zufallsvariable ist, so dass die Behauptung (3.19) folgt.

Abschliefend folgt noch die gleichméfiige Beschrianktheit in (3.20) einfach aus der Tat-
sache, dass fiir alle u € [0, 1] der kausale Prozess ) 77 ¢;(u)e;—; stationdr ist und daher
sogar = |p;(u)| < oo fiir alle u € [0, 1] gilt. O

Bei den Aussagen in Lemma 3.6 wird jeweils das Supremum iiber alle ¢ mit 1 <t < n gebil-
det. Wegen der konstanten Fortsetzung der Koeffizientenfunktionen durch die Vorschrift
ar(u) = ax(0) filr u < 0 gelten die obigen Resultate aber auch fiir Supremumsbildung iiber
alle t € Z mit t < n. Beachtet man niamlich, dass fiir ¢ < 0 die tvAR(p)-Modellgleichung

P
Xin = Zak(%)Xt—k,n+€t
k=1

p
= D an(0)Xipm + & (3.29)

k=1

zu einer stationdren AR(p)-Gleichung wird, wo die Koeffizienten konstant sind, so existiert
hierfiir eine kausale Losung

Xin =Y iy, t<0 (3.30)
j=0

mit von ¢ und n unabhéngigen Koeffizienten ¢; = ¢;(0), j € Ng. Der Prozess {X;,} ist
also fiir ¢ < 0 stationdr und daher ist auch die Darstellung X;, = > 72 pj€; fiir t <0
exakt und nicht nur approximativ. Es gilt folgendes Lemma.
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Lemma 3.7.
Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.2. Dann existiert fir {X;,} aus (3.12) eine
Folge auf (0,1) differenzierbarer Funktionen {¢;(-)|p; : (=00, 1] — R}52 und ein Prozess

{Xin b oo mit Xop = >0 @iy )ej, so dass

(1) sup [Xom — Xoul = Op(L), (3.31)
teZ,t<n

zz Su < 00 3.32
teZ tgnzz: |S0j ‘ ( )

gilt. Man erhdlt diese Folge durch konstantes stetiges Fortsetzen ;(u) := ¢;(0) fir u <0
der Funktionenfolge aus Lemma 3.6. Im Folgenden werden wir die Schreibweise t € Z,t <
n in (3.31) und (3.32) unterdriicken und stattdessen wieder kurz t < n schreiben (siehe
auch (3.15)).

Um die soeben bewiesenen Aussagen zu veranschaulichen, betrachten wir als Spezial-
fall das tvAR-Modell erster Ordnung etwas genauer. Im tvAR(1)-Modell hat die Matrix
A (u) aus Bemerkung 3.5 die Dimension eins und es gilt A(u) = a;(u), so dass fiir die
Koeffizienten der kausalen Losung X, = Z;io ©jtn€i—; aus Satz 3.4 die Darstellung

Piam = [ [en () (3.33)

folgt. Andererseits haben die von t abhéngigen Koeffizienten der stationdren M A(oo)-
Reihen X, := 32 ¢;(;)e—; aus Lemma 3.7 die Gestalt

). (3.34)

S|+

%’(%) =

Die erste Aussage von Lemma 3.6 bzw. von Lemma 3.7 bedeutet daher, dass die Gleichheit
Z Sﬁjtn ] Et—j =0 (335)
7=0

fiir kein endliches n erfiillt ist, jedoch asymptotisch gilt.



Kapitel 4

Schatztheorie

Im vorangegangenen Kapitel haben wir ein zeitabhéngiges AR-Modell motiviert und die
Klasse der tvAR-Prozesse eingefithrt, wobei wir in Abschnitt 3.4 bereits einige Eigen-
schaften bzgl. ihrer kausalen Losbarkeit und ihrer approximativen Darstellbarkeit bewei-
sen konnten.

In diesem Kapitel werden wir uns nun mit der Frage beschéftigen wie man aus einer
gegebenen bzw. beobachteten Menge von Daten (%,Xl), ..., (%,X,), denen unterstellt
wird, dass sie aus einem tvAR-Modell der Ordnung p stammen, die Koeffizientenfunk-
tionen a : [0,1] — R, & = 1,...,p schitzen kann. Dazu werden wir zunéchst auf die
parametrische Kurvenschitzung (insbesondere lineare Regression) eingehen, bevor wir an
deren Nachteilen die Idee der nicht-parametrischen Kurvenschétzung (local linear smoo-
thing) erlautern und einen Kleinste-Quadrate-Kernschitzer fiir die p-dimensionale Funk-
tion a(-) := (a1(:),...,ap(-)) herleiten werden. In den beiden Abschnitten 4.4 und 4.5
werden wir schliefSlich alternative Darstellungen fiir den Schétzer bzw. fiir den Schétzfeh-
ler beweisen.

4.1 Parametrische Kurvenschitzung

Die Kurvenschétzung allgemein befasst sich mit Daten der Form (Xi,Y7),...,(X,, Ya),
also mit Paaren von Beobachtungen (Xj, Yy), und dem Schétzen eines unbekannten funk-
tionalen Zusammenhangs zwischen X und Yj. Beim parametrischen Ansatz unterstellt
man diesen Beobachtungen eine funktionale Abhéngigkeitsstruktur, wobei man a-priori
annimmt, dass die tatsdchliche Funktion m, welche die Abhéngigkeit beschreibt, aus einer
parametrischen Familie von Funktionen

{myl0 = (04, ...,04) € O} (4.1)
mit Parameterraum © C R? stammt. Bezeichnet man mit 6 := 6y, . .. ,gd) einen Schétzer
fir = (61,...,04), so definiert man durch m := my einen Schétzer fiir die gesuchte

34
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Funktion m.

Beim wohlbekannten Spezialfall der linearen Regression beispielsweise unterstellt man
eine lineare Abhéngigkeitsstruktur, indem man annimmt, dass die Beobachtungspaare
(X, Yy) das lineare Regressionsmodell

Yk:a0+a1Xk+ek, ]{Z:L...,n (42)

mit weiflem Rauschen ¢; ~ (0, 02) erfiillen. Mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate
nach Gauf} lasst sich fiir die beiden Parameter des Modells g und « der Schétzer

n

(Qp, 1) := min E (Vi — ap — a1 X3)? (4.3)
o,
k=1

definieren, wobei das Minimierungsproblem die Losung (ayp, &) mit

ap = Y —apX, (4.4)
al — ZZ:l(Xl_X)<}/1_Y) (45)

Zzzl(Xl - Y)2

besitzt und wie fiblich X := 2 3™ | X; bzw. Y := 137" 'V} die jeweiligen arithmetischen
Mittel bezeichnen. Durch

m(z) == ap+ a1 (4.6)

erhélt man einen Schétzer fiir die Funktion m, welche den Zusammenhang von X und
Y, bestimmt.

In Abbildung 4.1 ist die Sinusfunktion a(u) = 0,9sin(27u), welche bereits in Kapitel 3
zur Simulation eines tv AR(1)-Prozesses verwendet wurde (siche Abbildung 3.6), aufge-

tragen. Wiirde man sich nun einen Datensatz der Form (1, a(2)),..., (%, a(2)) erzeugen

n
und versuchen in soeben beschriebenem linearen Regressionsmodell (4.2) aus diesen die
Sinusfunktion zu schétzen, so kann dieses Vorgehen offensichtlich kein zufriedenstellen-
des Ergebnis liefern, da sich eine Gerade niemals der deutlich nicht-linearen Funktion

a(u) = 0,9sin(27u) anpassen kann.

Abhilfe kénnte man sich verschaffen, indem man das lineare Regressionsmodell (4.2) ver-
allgemeinert und anstatt einer Geraden ein Polynom g-ter Ordnung ansetzt, um die funk-
tionale Abhéngigkeitsstruktur zu schéitzen. Man konnte etwa fiir ein ¢ € N, ¢ > 2 das
polynomielle Regressionsmodell

Yk:OZO—f—Oéle—f-"'—f—Oéng‘i‘Ek, k:]-?"'an7 6k~<0a06) (47)
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Abbildung 4.1: Verlauf der Sinusfunktion a(u) = 0,9sin(27u) im Intervall [0, 1].

benutzen, um dem Kurvenverlauf der geschitzten Funktion eine gréfere Variabilitiat zu
erlauben.

In realen Anwendungen wird jedoch der Fall oft so sein, dass man eine Menge von Beob-
achtungspaaren gegeben hat und einem keine oder nur sehr wenige Informationen iiber
die zu wihlende parametrische Familie {my(-)|# € ©} zur Verfiigung stehen. Man kann
also im Vorhinein selten eine begriindete Annahme iiber die parametrische Struktur der
anzusetzenden Funktionenfamilie treffen. Tatséchlich ist fiir Okonomen die Art und Wei-
se der verdnderlichen Struktur an sich von direktem Interesse. Um daher das unterstellte
Modell variabler zu gestalten, wie etwa beim Ubergang vom linearen (4.2) zum poly-
nomiellen Regressionsmodell (4.7), erkauft man sich die hohere Flexibilitédt durch eine
grofere Komplexitét des Modells und durch einen grofleren Rechenaufwand. In (4.7) etwa
miissen ¢ + 1 Parameter geschéitzt werden und in (4.2) nur zwei, wobei die Frage nach
der optimalen Ordnung ¢ in der Regel unbeantwortet bleibt. Sind n Beobachtungspaa-
re (X1,Y1),...,(Xn, Ys) gegeben, so wire etwa denkbar die Ordnung des Modells durch
q := n — 1 festzulegen, da man immer ein Polynom (n — 1)-ter Ordnung finden kann,
auf welchem alle n Datenpaare liegen (insofern die X}’s paarweise verschieden sind), wo
also die Summe der quadratischen Abweichungen an diesen Stellen null ist. Dieses Vor-
gehen fithrt aber in der Regel zu einer Uberparametrisierung, bei der eine glatte ruhig
verlaufende Kurve als stark schwankende, um den tatsiachlichen Kurvenverlauf oszillieren-
de Funktion geschétzt wird.
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In der parametrischen Kurvenschiatzung steht man daher immer vor dem Problem, welche
Funktionenfamilie man im Vorhinein ansetzen muss, damit man eine méglichst gute Re-
gression erhélt. Denn wahlt man a-priori ein schlechtes Modell, dann kénnen die Schétzer
noch so gut sein und man bekommt fiir die Abhéngigkeit von X und Y} falsche bzw.
ungenaue Resultate. Dieser Probleme zum Trotz findet der parametrische Ansatz vieler-
orts Anwendung, da er eine einfache Struktur hat und es meist leicht fillt die benttigten
Parameter zu schéitzen.

4.2 Nicht-parametrische Kurvenschéitzung

Im vorangegangenen Abschnitt konnten wir sehen wo die Probleme und Nachteile, aber
auch die Vorziige eines parametrischen Ansatzes liegen. Dahlhaus etwa wéhlt in seinen
Arbeiten (siehe [3], [6] und [7]) einen parametrischen Zugang, indem er beispielsweise in
[7] an die zeitabhéngige Spektraldichte f(u, \) zur Zeit ¢ ein endlich-dimensionales Modell
mit Spektraldichte fy/,)(\) anpasst und die Parameterfunktion 6(u), u € [0, 1] schétzt.

Um die oben erlduterten Schwierigkeiten beim parametrischen Schéitzen zu umgehen,
fithren wir in diesem Abschnitt das allgemeine nicht-parametrische Regressionsmodell ein
und behandeln das Verfahren des local linear smoothing (lokal lineare Glattung). Das
nicht-parametrische Regressionsmodell liasst sich als Verallgemeinerung von (4.2) bzw.
(4.7) in der Form

Yk Zm(Xk>+€k, k= 1,...771 (48)

mit €, ~ (0,02) darstellen, wobei die Zufallsvariablen X} auf dem kompakten Intervall
[0, 1] konzentriert seien und die Funktion m : [0,1] — R als hinreichend glatt vorausge-
setzt wird.

Das bereits angesprochene nicht-parametrische Verfahren des local linear smoothing (siehe
auch Efromovich [9], S.334ff oder Fan und Gijbels [10], S.57ff) ermdoglicht das Schitzen
der unbekannten Funktion m aus (4.8) ohne vorher eine Annahme iiber die Gestalt der
Funktionenfamilie zu machen aus der diese stammt. Die Idee dabei ist, unter der Annah-
me einer glatten Funktion m, die Daten lokal durch eine Gerade anzupassen. Denn ist m
hinreichend glatt in xg, so folgt aus der Taylorentwicklung von m um z( die approximative
Darstellung

m(z) ~ m(xg) +m'(x)(x — o) (4.9)

fiir alle x aus einer kleinen Umgebung von zy und rechtfertigt somit das Vorgehen lokal
eine Gerade fiir die unbekannte Kurve anzusetzen.
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Im linearen Regressionsmodell (4.2) setzt man tiber die Zeit konstante Parameter o und
o fiir die Steigung bzw. fiir den Ordinatenabschnitt an und schétzt diese dann global aus
den verfiigbaren Daten, d.h. man gewéhrt jedem Beobachtungspaar (Xj,Y;) denselben
Einfluss auf den Schétzer (@, &y ). Beim local linear smoothing hingegen erlaubt man den
Parametern ag und a; eine Abhéngigkeit von der Zeit, indem man sie als verdnderliche
Funktionen ayg : [0,1] — R und a; : [0, 1] — R modelliert und die Gleichung

YVi=ap(z) +on(x) X+, k=1,...,n (4.10)

betrachtet. Die Funktionen oy und «; schétzt man dann an jeder Stelle xy € [0, 1], indem
man lokal eine Gerade ansetzt und «ag(z¢) und a;(xp) nur aus den Beobachtungspaaren
(X, Yy) schitzt, fiir welche Xy, in der Ndihe von zg liegt bzw. man gewéhrt diesen Daten
mehr Einfluss auf den Schétzer (q(zo), a1 (z9)) als den weiter entfernt liegenden Beobach-
tungen. Formal geschieht dies mit Hilfe einer nicht-negativen, glatten Gewichtsfunktion
K, welche man als Kern oder Kernfunktion bezeichnet, falls sie iiber R integriert eins
ergibt, also falls

(K1) /K(m)dm —1

gilt. Diese Annahme erlaubt zunéchst, dass jede beliebige Wahrscheinlichkeitsdichte als
Kernfunktion verwendet werden kann. Bevor wir zusétzliche Forderungen an die hier
zugelassenen Kernfunktionen stellen, betrachten wir im folgenden Beispiel den Uniform-,
den Epanechnikov- und den Biweight-Kern, wobei die beiden letzteren in den Abbildungen
4.2 und 4.3 dargestellt sind.

Beispiel 4.1 (Kernfunktionen).
Es bezeichne Ij, 5 (x) die Indikatorvariable, welche fiir x € [a, b] gleich eins und sonst null
ist.

(i) Uniform-Kern K(z) = Ij_1/21 /(%)
(ii) Epanechnikov-Kern K(z) = 2(1 — 2?)Ij_1,1(z) (Abbildung 4.2)
(iii) Biweight-Kern K (z) = 12(1 — 2%)2[[_y 5j(z) (Abbildung 4.3) O
Die Klasse der Funktionen, welche wir im Weiteren als Kernfunktionen zulassen wollen,

schrianken wir nun ein, indem wir von ihnen zusétzlich zu (K1) das Erfiillen der folgenden
Annahmen fordern:

(K2) Die nicht-negative Kernfunktion K sei stetig auf R und symmetrisch. Weiter habe
K einen kompakten Trager (d.h. K ist auf einer kompakten Menge gréfier null und
sonst gleich null).
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Abbildung 4.2: Epanechnikov-Kern K (z) = 3(1 — 2?)I|_1 y)(z).

(K3) Der Kern K besitze auf R beschriankte erste Ableitungen, d.h. es gelte

HKH(O})) = sgﬂg\[(’(x)] < 0. (4.11)

(K4) Es existieren die folgenden Integrale
pi = /K(x)xde < 00,
K3 = [ K@) <,
/K2(x)x21da: <oo, 1=1,2,3, (4.12)

/K4(x)dx < 00.

Im Vergleich der beiden Abbildungen 4.2 und 4.3 liegt der Vorteil des Biweight-Kerns
darin, dass er an den Réndern glatter an null anschlieit. Weil er auch die Bedingungen
(K2) - (K4) erfiillt, werden wir ihn in Abschnitt 4.3 zum Schétzen der Koeffizientenfunk-
tionen verwenden.
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Abbildung 4.3: Biweight-Kern K (z) = 12(1 — 2?)?I;_ 1j(x).

Mit Hilfe einer Kernfunktion K kann man dann den Schétzer fiir (ag(z), oy (z)) als Mini-
malstelle der Summe der lokal gewichteten quadrierten Fehler geméf

n

(@o(x),a1(x)) == min Y (Vi — agx) — on () Xp) Kz — Xp) (4.13)

ao(z),a1(x) 1

definieren (vgl. (4.3)), wobei Kj,(-) := +K(5) gesetzt wird. Dabei gewéhrleistet der hier
eingefiigte Parameter h, dass zur Berechnung des Schétzers (q(z),@i(z)) nur die Da-
tenpaare (Xj, Yy) benutzt werden, bei denen X nicht weiter als h von x entfernt liegt
(falls K den kompakten Tréger [—1,1] hat). Daher nennt man h Bandweite oder auch
smoothing parameter.

Um die Wirkungsweise von h in (4.13) besser zu verstehen, hilft es K als Wahrscheinlich-
keitsdichte einer Zufallsvariablen Z zu betrachten, so dass Kj(+) := + K () die Dichte der
Zufallsvariablen hZ ist. Fiir h = 0,5 ist in Abbildung 4.4 die Funktion K} abgebildet,
wobei K der Biweight-Kern aus Abbildung 4.3 ist und man deutlich sieht, wie die Band-
weite h das Streuungsverhalten der zugehorigen Zufallsvariablen hZ beeinflusst. Dariiber
hinaus sei im Weiteren h = h(n) abhéngig vom Stichprobenumfang n und konvergiere mit

wachsendem n gegen null.

In praktischen Anwendungen spielt die Wahl der Bandweite eine entscheidende Rolle, da
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Abbildung 4.4: Biweight-Kern Kj(z) :=
E(1 — .TZ)QI[_LH (l’)

16

+K(%) mit Bandweite 2 = 0,5 und K(z) =

sie einen groflen Einfluss auf die Gestalt der geschétzten Kurve hat. Eine zu grofle Band-
weite bedeutet eine Unterparametrisierung, was einen hohen Modellfehler zur Folge hat
und eine zu klein gewihlte Bandweite verursacht eine Uberparametrisierung, was sich in
einem stark oszillierenden Kurvenverlauf wiederspiegelt. Wir wollen uns diesem Problem
aber nicht weiter widmen und auf das Buch von Fan und Gijbels ([10], S.59f und Kapitel
4) verweisen, wo Verfahren zur Bandweitenwahl vorgestellt werden.

Fordert man von der zu schitzenden Funktion m aus (4.8), dass sie nicht nur einmal,
sondern ¢ mal stetig differenzierbar sei, so wére auch ein lokal polynomieller Ansatz in

Anlehnung an das parametrische Modell (4.7) gerechtfertigt und man konnte analog zu
(4.10) bzw. (4.13) das Modell

YVi=ao(z)+oq(x) X+ + o) X!+ e, k=1,....n (4.14)
sowie den Schéatzer

(@0(2), .., ay(2))

= min ( )Z (Ve — ap(z) — ay(2) Xy, - - — ag(2) X2 Kp(z — X)) (4.15)

ag(x),...,aq(x
0( )7 q k=1

definieren.
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Obwohl wir uns auf die lokal lineare Modellierung beschrinken werden, da sie hinreichend
gute Ergebnisse fiir die asymptotischen Betrachtungen in Kapitel 6 liefern wird und die
Wahl der Ordnung ¢ des nicht-parametrischen Regressionsmodells eine weitaus geringere
Rolle spielt als etwa die Wahl der Bandweite A (vgl. Fan und Gijbels [10], S.59 und S.76ff),
wollen wir trotzdem noch ein Resultat iiber die Matrixdarstellung des Schétzers (4.15)
angeben. Dazu bezeichne

1 (.%'—Xl) (I—Xl)q

X := € Mat,, 4+1(R) (4.16)

1 (x—=X,) - (z—X,)1
die Designmatriz des Minimierungsproblems (4.15) sowie

Kn(X, — ) 0
W = € Mat, ,(R) (4.17)
0 Kn(X, — )

die Gewichtsmatriz. Setzt man weiter

Y ao(z)
Y = : € Mat,1(R), a(x):= : € Mat,11(R), (4.18)
Yo ay()

so ist das Minimierungsproblem in (4.15) dquivalent zu

min (Y. — Xa)" W (Y — Xa) (4.19)

o3

mit a = (ag, ..., a,)".

Aus der Theorie iber lineare Ausgleichsprobleme (siche etwa Deuflhard und Homann [8],
S.66ff) ergibt sich, dass der Losungsvektor des Minimierungsproblems (4.19) die Gestalt

a=X"'WXx)'x"wy (4.20)

besitzt.

4.3 Kleinste-Quadrate-Kernschitzer im tvAR-Modell

Basierend auf der oben erldauterten Methode des local linear smoothing werden wir in
diesem Abschnitt den Schétzer (4.13) auf das tvAR-Modell (3.5) zuschneiden und somit
einen Kernschétzer fir den p-dimensionalen Vektor der Koeffizientenfunktionen a(-) :=
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(a1(+), .-, ap(+))T herleiten.

Setzt man voraus, dass ay(-) stetig differenzierbar in u € (0,1) ist und entwickelt ay (%)
nach Taylor um u, so erhélt man dhnlich zu (4.9) die approximative Darstellung

ak(%) ~ a(u) + al(w)(L — w). (4.21)

Die asymptotische Gleichheit in (4.21) ergibt sich zum einen aus der vorausgesetzten Ste-
tigkeit von «}(-) in v und zum anderen, wenn man ¢ := [nu| als den ganzzahligen Anteil
von nu betrachtet und n — oo strebt, da dann [nu]/n — u gilt. Genauso wie in Gleichung
(4.9), wo die Approximation fiir x aus einer kleinen Umgebung von x, verwendet wird,
betrachtet man die Beziehung (4.21) fiir £ nahe bei u.

Im Abschnitt 4.2 haben wir die nicht-parametrische Schétztheorie fiir den allgemeinen Fall
vorliegender Beobachtungsdaten der Form (X1,Y7),. .., (X,,Y,) behandelt. Aufgrund des
durch die tvAR-Modellgleichung

Xun :al(%)Xt—l,n—'—"'+Oép(%)Xt—p,n+€t; t = 1,...,71 (422)

hergestellten Zusammenhangs der X, ,, untereinander und der Skalierung des tv AR-Modells
auf [0,1] sowie dessen festen Designs (d.h. die Beobachtungen sind gleichméflig und
dquidistant im Intervall [0, 1] verteilt) sind dort Daten in Form eines Dreiecksschemas
(£, X10), ., (2, Xnn) gegeben, welche wir im Folgenden kurz mit {X;,}7; bezeichnen
werden.

Man féhrt nun dhnlich zur Herleitung von (4.13) fort, indem man die lokale Approximation
(4.21) auf die Modellgleichung (4.22) anwendet und einen Kleinste-Quadrate-Kernschétzer
fir die Funktionen ay(-) sowie deren erste Ableitungen o (-) geméf

@w). &' W) = @(u).....a3w). a8 W), ... a)(u) (4.23)
= ak%l,itzr;,l Z <Xt,n — Z (ak,O + Gk,l(% — u)) th’n> Kh(% — ),

definiert, wobei dann die Minimalstellen ay und ag; Schitzer fir ax(u) bzw. fir o) (u)
sind.

Der Unterschied zu (4.13) besteht hier darin, dass man nicht nur eine, sondern p Funktio-
nen simultan schétzt. Obwohl sich aus diesem Grund die Situation komplexer darstellt,
ist es moglich wie am Ende von Abschnitt 4.2 auch den Kernschétzer fiir das tvAR-
Modell (4.23) mit Hilfe von Matrizen anzugeben. Dazu fithrt man wieder zunéchst einige
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Bezeichnungen ein, indem man die Vektoren

Xl,n thl,n
X = : € Mat,1(R), X, ,:= : € Mat, 1 (R) (4.24)

Xn,n thp,n

sowie die Matrizen

X, Xon 0 Xipn
X = : = : : € Mat, ,(R), (4.25)
ngl Xoim  Xopn
% —u 0
D = € Mat, ,(R), (4.26)
0 T —u
Kp(: —u) 0
W = € Mat, ,(R) (4.27)
0 Kn(% —u)

definiert. Wie {iiblich bezeichnet hier und im Folgenden I,., die n x n-Einheitsmatrix
bzw. O,x, die p x p-Nullmatrix sowie I, den n-dimensionalen Einsvektor und 0, den
p-dimensionalen Nullvektor. Setzt man schliellich noch

Z = (I,x,,D) X := (X, DX) € Mat, 2,(R), (4.28)

so erhédlt man das zu (4.23) dquivalente Minimierungsproblem

min (X — Za)" W (X — Za) (4.29)
mit a := (a1,0,.--,ap0,a11,---,0,1)", dessen Losung dhnlich zu (4.20) durch
(@(u),d'(u)) = (Z'"WZ)"(Z' WX) (4.30)

gegeben ist.

Das Interesse konzentriert sich im Folgenden auf die Funktionen oy (u) selbst und nicht
auf ihre ersten Ableitungen o (u), so dass man (@(u), @’ (u)) noch mit der Matrix Eq :=
(Iyxp, Opxp) € Mat, 9,(R) multipliziert und von nun an den Schétzer

(w) = (@i(u),....3(u))"
= E((Z"WZ)'Z"WX (4.31)

1)
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Abbildung 4.5: Vergleich der tatsidchlichen Koeffizientenfunktion a(u) = 0, 9sin(27u) (—)
mit Schétzer (4.31) fiir n =100 (- --), n =500 (- - -) und n = 1000 (— - —).

betrachtet.

In den Abbildungen 4.5 und 4.6 sind jeweils die tatséchlichen Koeffizientenfunktionen
a(u) = 0,9sin(27u) und a(u) = 1,8u—0,9 der bereits in Kapitel 3 betrachteten tv AR(1)-
Modelle (siehe auch die Abbildungen 3.6 und 3.7) sowie die mit der soeben hergeleiteten
Formel (4.31) geschétzten Kurven fiir n = 100, n = 500 und n = 1000 dargestellt, wo-
bei als Bandweite h = n~/> benutzt wurde (vgl. auch die Voraussetzungen zu Theorem
6.11). In beiden Abbildung sieht man deutlich, dass die geschétzten Kurven die tatséchli-
chen Verldufe der Koeffizientenfunktionen «(-) sinnvoll annéhern. Dariiber hinaus ist eine
Verbesserung des Schétzergebnisses mit wachsendem n erkennbar, so dass die hier ange-
wandte nicht-parametrische Methode des local linear smoothing eine geeignete Methode
darstellt, um eine Kurve zu schétzen ohne a-priori eine Annahme {iber ihre Gestalt treffen
Zu mussen.

Wie bei der Simulation von tvAR-Prozessen in Abschnitt 3.3 treten aber auch hier Pro-
bleme in der Néhe der linken Intervallgrenze auf (siehe Abbildung 4.6). Dies liegt daran,
dass der Kernschétzer (4.31) aufgrund der Abhéngigkeitsstruktur des tvAR-Modells nach
links aus dem Intervall hinausreicht und Beobachtungen X;_,,,..., X, benutzt, wel-
che nicht gegeben sind. Diese Anfangswerte setzt man gleich null, da man keine Kennt-
nis iiber das Verhalten der zu schitzenden Funktion an der linken Intervallgrenze hat,
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Abbildung 4.6: Vergleich der tatséchlichen Koeffizientenfunktion a(u) = 1,8u — 0,9 (—)
mit Schétzer (4.31) fiir n =100 (- --), n =500 (- - -) und n = 1000 (— - —).

was jedoch in Abbildung 4.6 Probleme bereitet. Im Gegensatz zu Abbildung 4.5 ist dort
a(0) = —0,9 # 0, so dass sich die Schétzkurven mit wachsendem n nur auf dem links
offenem Intervall (0, 1] der tatsichlichen Kurve néhern.

4.4 Darstellung des Kernschitzers als Funktion em-
pirischer Momente

Die Berechnung des Kernschétzers (4.31) beinhaltet neben der Invertierung einer 2p x 2p-
Matrix mehrfache Matrixmultiplikationen, was den Umgang mit ihm recht schwierig und
unhandlich gestaltet. Aus diesem Grund ist es auch fast unméglich asymptotische Unter-
suchungen, welche in Kapitel 6 folgen werden, fiir den Schétzer durchzufiihren, ohne seine
Asymptotik auf die einfacherer Ausdriicke zuriickzufithren. Das Ziel dieses Abschnitts
ist es daher eine Darstellung von @(u) anzugeben, welche vollstdndig mit empirischen
Momenten der Art

1< 1/t :
- > Ku(t —u) {E (— — u)} XimnXi—qn, 1=0,1,2,3 (4.32)
t=1

n
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und
liK(t 1Lt X Xew, 1201 (4.33)
. n W T\ - U —m,n< t,n; =Y .
n pa h\ 7, h n t s t,

ausgedriickt werden kann, wobei m,q € {1,...,p} gilt. Diese Summen werden sich als

recht handlich erweisen und asymptotische Betrachtungen des Schétzfehlers a(u) — a(u)
in Kapitel 6 ermoglichen.

Lemma 4.2 (Alternative Darstellung von a(u)).
Fiir den Schitzer (4.531) existiert eine Darstellung, welche nur von empirischen Momenten
der Form (4.32) und (4.33) abhingt, d.h. mit den Bezeichnungen

S, (1) = ( 22?% gzlgzg ) € Matay o (R) (4.34)
und
t,(u) = < i:?gzg ) € Maty,1(R), (4.35)

wobei die Eintrige der Matriz S, (u) firl =0,1,2 und die des Vektors t,(u) firl=0,1
gemdifs

1 o 1/t l
Sni(u) = — > Kn(t —u) {E (ﬁ - u)} X, XTI € Mat,,(R),  (4.36)
t=1
1 o 1/t l
tnl(u) = ﬁ Z Kh(% — U) |:ﬁ (ﬁ - U/):| thlXt,n € Math(R) (437)
t=1
definiert sind, gilt die Gleichheit

a(u) = EoS, " (u)t,,(u). (4.38)

Beweis.

Man fiihrt den Beweis, indem man eine invertierbare Diagonalmatrix Dy, einfiihrt und
dann Dy, - D; ' = Iy,x9, in die Darstellung des Schiitzers a(u) aus (4.31) einfiigt. Fiir
h > 0 bezeichne

D, = ( (I)p:xpp Opse ) € Matsy 2 (R) (4.39)
mit
3 0
H = € Mat,,(R) (4.40)
0o
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diese Diagonalmatrix. Fiigt man nun die Einheitsmatrix in Form von Dj,-D; ! und (D¥)~1-
D! in den Schitzer a(u) aus (4.31) ein und formt um, so erhilt man

(u) = Eo(Z"WZ)'Z"WX
= ED,D;(Z"WZz)'(D}) 'D}{Z"WX
= E\D,(D}Z"WZD,) 'D}Z"WX (4.41)
= E¢D,((ZD,)"W(ZD;)) (ZD;)"WX.

1)

Multipliziert man noch mit (%)_1 . % = 1 und beachtet, dass EoD;, = E; gilt, so ergibt
sich

a(u) = Eo (%(ZDh)TW(ZDh)> B (%(znh)TV\q) | (4.42)

Ausmultiplizieren der beiden Ausdriicke in Klammern ergibt dann

%(ZDh)TW(ZDh) =S, (u) (4.43)

und
Lz WX = 1, (u), (4.4
woraus die Behauptung folgt. |

4.5 Zerlegung des Schitzfehlers

Da es das Hauptanliegen dieser Arbeit ist, die asymptotische Verteilung des Schétzfehlers
a(u) — a(u) in Kapitel 6 herzuleiten, befassen wir uns hier naher mit seiner Darstellbar-
keit. In Lemma 4.3 werden wir zeigen, dass sich der Schéatzfehler in eine Summe bestehend
aus einem Bias-, einem stochastischen und einem Restterm zerlegen lasst. In Kapitel 6
werden wir schliefllich die Asymptotik dieser Ausdriicke untersuchen, wobei sich herau-
stellen wird, dass der Restterm nach Wahrscheinlichkeit gegen null und der stochastische
Term in Verteilung gegen eine Normalverteilung konvergiert, wobei der Grenzwert nach

Wahrscheinlichkeit des Bias-Terms den asymptotischen Bias des Schétzfehlers darstellt.

Der in Lemma 4.3 vorkommende Ausdruck S, 3(u) ist analog zur Definition von S, ;(u),
[ =0,1,2 in Lemma 4.2 zu verstehen und mit o”(u) ist der p-dimensional Vektor mit
Eintragen o/ (u), k =1,...,p gemeint.
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Lemma 4.3 (Zerlegung des Schitzfehlers a(u) — a(u)).
Fiirk =1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen oy () zweimal stetig differenzierbar auf
(0,1) mit gleichmafSig beschrinkten zweiten Ableitungen auf [0, 1]. Mit den Bezeichnungen

B,w) = B )(3:253 )g’/(u) e Mat,, (R), (4.45)
T,(w) = E¢S; ' (u)r,(u) € Mat,(R), (4.46)
R(u) — %EOS o )(3:2523 )0(1) € Mat,,(R) (4.47)

fiir den Bias-, den stochastischen und den Restterm, wobei man

T, (u) = ( Z?EZ; ) € Matsy(R) (4.48)
und
Toi(u) = % AT {1 (% —u)}llt_let € Mat,\(R), 1=0,1 (4.49)

definiert, ergibt sich fiir den Schétzfehler

(u) —a(u) = B, (u) + T, (u) + R, (u). (4.50)

1)

Beweis.
Es sei Eg := (Iyxp, Opxp) und Eq := (Opxp, Ixp). Mit den Bezeichnungen fiir W, D und

Z aus (4.24) - (4.28) gelten die Beziehungen
Eo(Z"WZ) Y Z"WZ)E] = I, ZE] =X, (4.51)
Eo(Z"WZ) Y(Z"WZ)E] = O, ZE!] = DX. (4.52)

Setzt man nun in (4.51) und (4.52) jeweils den zweiten Ausdruck in den ersten ein und
addiert die beiden Gleichungen, so folgt

Eo(Z"WZ)'Z"WX + Eo(Z"WZ)'Z"WDX = 1,,,,. (4.53)

Multipliziert man diese Gleichung mit a(u) und zieht diesen Ausdruck dann von der
Darstellung (4.31) von @(u) ab, so erhélt man fiir den Schétzfehler

a(u) — afu)
= Eo(Z"WZ)'Z"W (X — Xa(u) — DXa/(u))

= Eg (%(ZDh)TWZDh> B %(ZDh)TW (X — Xa(u) — DXa/(u)), (4.54)
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wobei wie im Beweis von Lemma 4.2 die Diagonalmatrix D; und der Bruch % eingefiigt
wurden. Betrachtet man nun den Ausdruck in Klammern ganz rechts aus (4.54), schreibt
die tvAR-Modellgleichung (3.9) als X;, = X | - a(L) + ¢ und setzt diese Darstellung in
die Komponenten des Vektors X ein, so folgt

Xpa(;) €1 Xoa(u) Xoo!(u)
= : aall T e : -D :
15_104(%) €n 55—1@(@ XZAQI(U)
X (a(3) — aw) — (5 —u)a!(u)) €1
_ : + . (4.55)
X (a() = afu) = (2 = u)a! (u)) €n
Taylorentwicklung der Komponenten von (%), ..., a(2) um u bis zur zweiten Ableitung

ergibt

t) — n n (% B u)2 "o~ "
a(y) = a(u) + =7—a/(u) + =5—a(u) + ——(a"(@) = " (u)), ~ (4.56)

wobei u eine Zwischenstelle von % und u bezeichnet. Beachtet man, dass wegen der vor-

ausgesetzten Stetigkeit von of(-) fir k=1,...,p
o (u) — o (u) = o(1) (4.57)

gilt, und setzt (4.56) in (4.55) ein, so erhélt man insgesamt fiir den Schétzfehler a(u)—a(u)
aus (4.54) die Darstellung

h? 1 ! 1
a(u) —a(u) = —Ey(—(ZD,)"WZD, | —(ZD,)"W=D*Xa"(u)
2 n n h?
+ th 1(ZD )Y'WZD B 1(ZD )'w L pex (1)
— - — - 0
2 %\ n h h n h h?
1 1
+ Eo (—(ZDh)TWZDh> —(ZD;,) W, (4.58)
n n
wobei noch die beiden ersten Terme mit Z—z multipliziert wurden und € := (e1,...,€,)7

bezeichnet. Ausmultiplizieren ergibt schliefilich

2 1 1 1
%EO <—(ZDh)TWZDh) —(ZDh)TWﬁDQXg”(u) =B, (u),  (4.59)
n n
h2_ (1 . 1 e 1
< Eo —(ZD,)"WZD, | —(ZD;) W-5D Xo(1) = R, (u) (4.60)
n n
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sowie

E, <1 <ZDh>TWZDh) R (2D, We = T, (u), (4.61)

n

womit die Behauptung gezeigt ist. |



Kapitel 5

Die Beveridge-Nelson-Zerlegung

Vorbereitend fiir die asymptotischen Untersuchungen des Kernschétzers a(u) bzw. des
Schétzfehlers a(u) — a(u) im néchsten Kapitel wollen wir hier eine Zerlegung linea-
rer Prozesse (M A(co)-Reihen) der Form Y; = 3% cje;; mit einem weiBlen Rauschen
¢; ~ (0,0?), basierend auf der Idee von Beveridge und Nelson (siehe [1]), vorstellen. Da-
zu werden wir unter gewissen Summierbarkeitsbedingungen an die reellen Koeffizienten
{¢j};en, die Beveridge-Nelson-Zerlegung zweiter Ordnung (BNy-Zerlegung) aus der Ar-
beit iiber die Asymptotik linearer Prozesse von Phillips und Solo (siehe [20]) angeben
und diese auf den zeitabhéngigen Fall verallgemeinern. Der Grundgedanke dabei ist eine
rein algebraische, additive Zerlegung des linearen Filters in eine long-run (langfristige)
und eine transitory (vergingliche) Komponente. Dabei sichern die Voraussetzungen an
die Summierbarkeit der Folge {c;};en, die Existenz der BN,-Zerlegung.

In Abschnitt 5.1 befassen wir uns mit der Beveridge-Nelson-Zerlegung erster Ordnung
(BN-Zerlegung) und zeigen ihre Vorziige am Beispiel 5.2 auf, bevor wir ihre Anwend-
barkeit auf den Fall zeitabhingiger Koeffizienten ausdehnen (tv BN-Zerlegung). Danach
verallgemeinern wir in Abschnitt 5.2 die BN-Zerlegung zweiter Ordnung fiir Y;Y;, ), von
Phillips und Solo auf Ausdriicke der Form X; , X4 ,,, wobei X}, gemafl Lemma 3.7 defi-
niert ist (tvBNy-Zerlegung).

5.1 BN /tvBN-Zerlegung

Der Ansatz von Beveridge und Nelson basiert auf einer gianzlich algebraischen Zerlegung
der Potenzreihe C'(x) := Z;‘;O c;z?. Um die Zerlegung eines linearen Prozesses der Form

}/t = chet—j (51)
j=0

52
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auf die Zerlegung einer unendlichen Reihe zuriickfithren zu kénnen, schreibt man mit Hilfe
des Lag-Operators L, definiert durch L7(X;) := X;_; fiir einen stochastischen Prozess
{X}:}, obige Gleichung als

Y, = C(L)e, (5.2)

wobei C(L) = Z;io ¢; L7 bedeutet. In folgendem Lemma geben wir die besagte Beveridge-
Nelson-Zerlegung erster Ordnung sowie eine Bedingung fiir die Folge {¢;};en, an, unter
welcher die Koeffizienten ¢; (siehe (5.5)) der vergénglichen Komponente der BN-Zerlegung
absolut summierbar sind. Diese Summierbarkeit sichert dabei die Existenz der Zerlegung
von Y; (siehe Gleichung (5.10) in Beispiel 5.2).

Lemma 5.1 (BN-Zerlegung).
Sei L der Lag-Operator und bezeichne C(L) := 32 ¢;L7 eine Potenzreihe in L. Erfillen
die Koeffizienten {c;}jen, die Bedingung

> ilel < o0, (5.3)
§=0

dann existiert die Beveridge-Nelson-Zerlegung erster Ordnung

C(L)=C(1) = (1 - L)C(L) (5.4)
mit
C(L) ;:ZEJLJ’, ¢ = Z Ch. (5.5)
Beweis.

Startet man mit der rechten Seite von (5.4) und formt diese um, so ergibt sich die Zerle-
gung aus folgender Rechnung

C)-(1-1)0L) = Y e-0-1)3 5L

= icj - igjy * igjfﬁl
=0 =0 §=0

= ch — Z Cre — Z@-LJ + Zgquj (5.6)
§=0 k=1 j=1 J=1

= ( + Z Cij
j=1

= O(L).
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Aufgrund der vorausgesetzten Summierbarkeit (5.3) folgt die Existenz schliefllich aus

DG D el =) dlel < oo (5.7)
=0 =0 k=j+1 =0
wobei hier Lemma 7.2 (i) benutzt wurde. O

Bevor wir die Aussage des obigen Lemmas auf den Fall linearer Prozesse {?},n}?:l mit
zeitabhéngigen Koeffizienten c; () der Form Yy, := >°> ¢;(5)e;—; ausdehnen und somit

erst die Anwendung der BN-Zerlegung auf die approximierenden M A(oco)-Reihen Xt,n =
Z;io ©; (%) €;—; aus Kapitel 3, Lemma 3.7 ermoglichen, werden wir in einem Beispiel
die Zerlegung (5.4) auf den Prozess Y; = Z?io cje—; anwenden, um daran ihre Vorziige
aufzuzeigen.

Beispiel 5.2 (Anwendung der BN-Zerlegung).
Sei {Y;} ein linearer Prozess der Form (5.1) bzw. (5.2), welcher die Bedingungen

0 < |C(1)] < (5.8)

und
Zj|cj| < 00 (5.9)
j=1

erfiillt. Wendet man nun die BN-Zerlegung (5.4) auf diesen Prozess an, so erhélt man fiir
ihn die Darstellung

Y, = C(1)e — (1 — L)C(L)e,. (5.10)

Dabei kann der erste Term C(1)e; als langfristig bezeichnet werden, da zu jeder Zeit ¢
die unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen €; denselben Faktor C'(1) haben, und
der zweite Term (1 — L)C/(L)e, stellt dann die vergéingliche Komponente dar, welche eine
Ausloschung, hervorgerufen durch den Faktor (1 — L), beinhaltet. Die Gestalt (5.10) des
linearen Prozesses ermoglicht es nun, seine Eigenschaften auf die des weiflen Rauschens
zuriickzufiihren. Beispielsweise lasst sich auf recht einfache und besonders direkte Art und
Weise ein starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir Y; aus einem fiir ¢, folgern (siehe auch
[20], Theorem 3.1), indem man die Gleichung (5.10) zu

n 1/~ N

%iyt ==Y et (GL) — C(L)e) (5.11)
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aufsummiert und beachtet, dass (5.9) die fast sichere Konvergenz der Terme %5 (L)eo und

%5 (L)€, gegen null impliziert. Besonders hervorzuheben ist dabei die Vereinfachung des
verginglichen Anteils in (5.11), welche gerade durch die bereits erwdhnte Ausléschung
hervorgerufen wird. Mit Voraussetzung (5.8) folgt dann aus

" e — 0 (5.12)
ein starkes Gesetz der groflen Zahlen fiir Y;, also

1 < 5.
Ny, o, (5.13)
n

t=1

|

Wie weiter oben schon angekiindigt, werden wir jetzt die Anwendbarkeit der BN-Zerlegung
(5.4) aus Lemma 5.1 auf Prozesse der Form

oo

Yin =Y ci(He (5.14)

=0

erweitern. In Anlehnung an die tvAR-Modelle werden wir die Verallgemeinerung mit
tvBN-Zerlegung (time varying BN-Zerlegung) bezeichnen.

Lemma 5.3 (tvBN-Zerlegung).
Sei L der Lag-Operator und firt € Z, t < n bezeichne C(5; L) := 3.2 ¢;(F) L7 eine
Potenzreihe in L. Erfillen die von t abhdngigen Koeffizienten cj(%) die Bedingung

sup » _ jle;(£)] < oo, (5.15)
7=0

t<n

dann existiert die tv BN -Zerlequng erster Ordnung

§=0 k=j+1
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Beweis.

Zu beachten ist hierbei, dass der Lag-Operator L jetzt auch auf die Koeffizienten ¢;(%)
wirkt und deshalb die erste Gleichheit nur gilt, weil man von rechts mit (1 — L) mul-
tipliziert. Sie ergibt sich jedoch voéllig analog zu der von (5.4). Die zweite Darstellung
der Potenzreihe C/(%; L), bei welcher der Faktor (1 — L) links von C(%; L) steht und der

Restterm [C (L L) — C (&1 L)]L vorkommt, folgt aus der Rechnung

= > ¢(H) - (1-1L) > Gl + [Z@(L)L] —> G(EHIL (5.18)
= ch(%) =2 GG + Z@(%)LJ“ + Z@(t)Lj“ - a(EhU*

= C(5) -0k - L),

Die Existenz der Zerlegung folgt analog zu der aus Lemma 5.1, wobei man hier jedoch
die gleichméBige Beschranktheit (5.15) fordern muss. O

5.2 BN /tvBN-Zerlegung zweiter Ordnung

Phillips und Solo haben in [20] basierend auf der in Lemma 5.1 eingefiihrten Zerlegung fiir
lineare Prozesse Y; = Z;io cje—j eine BN-Zerlegung zweiter Ordnung (B Ny-Zerlegung)
fiir Ausdriicke der Form Y;Y;.;, hergeleitet. Mit ¢; := 0 fiir 7 < 0 und den Bezeichnungen

FL) =Y acylt, jeL, (5.19)
k=0

E(L) e Z ( Z Cscs+j) Lk? j €Z (520)
k=0 \s=k+1

lautet fiir Y;Y;., die BNy-Zerlegung

Y = [0+ (frerDermrer + frr(ersrer)

o0

(=D - (1-10)Y <ﬁ+T(L)et_Tet + fh_r(L)eHret) , (5.21)

r=1

wobei hier wieder der erste Teil mit von ¢ unabhéngigen Vorfaktoren f;(1), fii(1) und
frnir(1) als langfristig und der zweite als vergénglich bezeichnet werden kann. Analog zu
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Beispiel 5.2 ermoglicht auch hier die recht einfache additive Struktur dieser Darstellung
von Y;Y;., einen direkten asymptotischen Zugang.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es nun, diese Darstellung fiir Y;Y;; mit Hilfe der tv BN-
Zerlegung aus Lemma 5.3 auf Ausdriicke der Form X, X;1p , mit {X;,}} . aus Lemma
3.7 zu verallgemeinern. Dieses geschieht in folgendem Satz.

Satz 5.4 (tvBN-Zerlegung zweiter Ordnung).
Sei {Xin} ein tvAR-Prozess der Ordnung p gemdf$ (3.9), fiir welche die Voraussetzungen

von Satz 3.2 erfillt seien sowie {)?tn} mit )’Et,n = > 20 wi(5)ey der Prozess gleichmapig
approzimierender M A(oco)-Reihen aus Lemma 3.7 mit

sgpyxm — Xl = 0,(1). (5.22)
t<n
Weiter gelte fiir ein 6 > 0 die Bedingung

(1) sup 3 ey (B)] < oo (52

Definiert man fir h € {1 —p,...,0}, t € Z mitt < n und ¢;(-) := 0 fir j < 0 die
Lag-Reihen

Gl D) = 2 oo, (5.24)
=0
Gsenn = (3 mgm%) v (5.5
=0 \s=j+1
sowie den Restterm
Rk, 500 = [Gulk, S5 L) = du('5H =224 D)
+ Z |:g5d+r(%7 %7 L) - ;gd—l-r(%? t+];;1; L>i| €t—1€t—r—1 (526)
r=1

+ Z |:5d—7‘(%7 %7 L) - gbd—r(%a H—hT_la L)} €t—1€t4r—1,
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so gilt die tv BNy-Zerlegung fiir jzt,n)}t—i-h,n gemdafs
)?t,njthrh,n = ¢h(t Lth, 1)51‘,

n’ n ?
(%)

+ Z (¢h+r(na t—;h’ 1)€t€t rt ¢h T(n7 t—;h’ 1)€t6t+r)

r=1
- (1= )szﬁh(% L6 (5.27)
- (1_L)Z <¢h+r( t+h L)Etﬁt r‘|‘¢h r(w%h,L)EtﬁHr)
r=1
+ Ry(L, 22 L)e;.

Beweis.

Esseih € {1—p,...,0} und t € Z mit ¢t < n. Beachtet man, dass das Supremum in (5.22)
tiber t € Z, t < n gebildet wird (siehe Lemma 3.7), so beinhaltet die dortige gleichmé&Bige
Approximation auch )~Q+h7n. Setzt man fiir )Afm und )?Hh,n ein und ordnet die entstandene
Doppelsumme nach den Indizes des weiflen Rauschens, so erhélt man zunéchst

Y. X — E: E: +
Xt,nXt+h,n - 903 Et —J 801" n €t+h r

= ngj ij-‘rh L Et ]_|_Z Z ij r Et j€t+h e (528)

7=0 r=0
r#h+j

Eine Indexverschiebung der Summe iiber » und Vertauschen der Summationsreihenfolge
ergibt dann

[o@) oo
~ o~ B + h
Xt,nXt+h,n = g 903 @]—HL _ €t —j + § § 903 <P3+h+r( o )et j€t—j—r
7=0 r=—h—j
r;éo

£

= Z% Jesen( 5 )er_; + Z Z% )Pinir(BR)eje i (5.29)

r=—oo j=0

r#0
= gbh(:;?tjbh?L Z ¢h+r n, n 7L)€t€t r+ On r(na%haL)EtEtJrr);
=1
wobei benutzt wurde, dass ¢,(-) = 0 fiir j < 0 gilt. Anwenden der tvBN-Zerlegung (5.16)

aus Lemma 5.3 auf die zeitabhéingigen Lag-Reihen ¢,4(£, " L) und Einsetzen von

Gl L) = gals, E51) — (1= L)da(t, 55 L)

n’ n? n’n’

+ | Ga(L, H L) — gL, B=L L) | L (5.30)
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fiir ¢ (L, =25 L), ¢par (L, 22 L) und ¢y (L, 2 L) ergibt dann die behauptete tvBN-
Zerlegung, deren Existenz aus der Annahme (5.23) mit Lemma 7.3 aus Abschnitt 7.2

folgt. |



Kapitel 6

Asymptotische Betrachtungen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, fiir u € (0,1) das asymptotische Verhalten des Schétz-
fehlers a(u) — a(u) ndher zu untersuchen und seine asymptotische Normalitéit zu zeigen.
Dabei werden wir der unter Phillips-Solo-device (sieche Phillips und Solo [20]) bekannten
Methode folgen, welche mit Hilfe der Beveridge-Nelson-Zerlegung asymptotische Resulta-
te fiir lineare Prozesse liefert.

In Kapitel 4, Lemma 4.3 hatten wir bereits unter der Annahme, dass die Koeffizienten-
funktionen ay(-) zweimal stetig differenzierbar sind und gleichméflig beschrénkte zweite
Ableitungen besitzen, eine Darstellung fiir den Schétzfehler als Summe aus Bias-Term,
stochastischen Term und Restterm der Art

a(u) = au) = B, (u) + L, (u) + &, (u) (6.1)

bewiesen, welche nur noch von Matrizen bzw. Vektoren der Form

1< 1/t :
Sni(u) = - ZK;L(% —u) [ﬁ (5 - u)} X, X!, € Mat,,(R), 1=0,1,2,3 (6.2)
t=1
und
1< 1/t :
In,l = ﬁ ZKh(% — U) |:E (ﬁ — U>:| Xt—let € Math(R), = O, 1 (63)
t=1

abhéangt. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels betrachten wir den Ausdruck
vnh(a(u) — a(u)) = vVnhB,,(u) + VnhT, (u) + VnhR, (u) (6.4)

und weisen nach, dass dieser in Verteilung gegen eine Normalverteilung konvergiert. Da
alle drei Terme B, (u), T, (v) und R, (u) die Matrix S, ;(u) in irgendeiner Form enthalten,
widmen wir uns als erstes in Abschnitt 6.1 der Asymptotik dieser Matrix, bevor wir in den

60
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Abschnitten 6.2 und 6.3 auf das Grenzverhalten von vnhB, (u) und vnhR, (u) bzw. auf
die asymptotische Normalitit von v/nhT ., (u) eingehen. Um die Herleitung der asymptoti-
schen Verteilung des Schétzfehlers a(u) — a(u) zu vervollsténdigen, fassen wir schlielich
in Theorem 6.11 die erzielten Ergebnisse zusammen und bestimmen die asymptotische
Normalverteilung des Schétzfehlers a(u) — a(u).

Aufgrund der Ubersichlichkeit der in diesem Kapitel gefithrten Beweise sind einige benétig-
te Aussagen in den Anhang (siehe Kapitel 7) ausgelagert.

6.1 Asymptotik der empirischen Momente

Um das asymptotische Verhalten der empirischen Momente S,,;(u) zu berechnen, geniigt
es einen reprisentativen Eintrag der Matrix S,,;(u) herauszugreifen und die Untersu-
chungen fiir diesen fortzufithren. Die symmetrische p x p-Matrix X, ;XT | besteht aus
Eintragen der Form X;_,,, n X;—q» mit m,q € {1,...,p}. Ohne Einschrénkungen gelte im
Folgenden m < ¢ (ansonsten vertauscht man X, ,,, und X;_,,). Mit d :=m —¢ <0
bezeichne dann

1 & 1/t :
Snimg(w) = n Z Kh(ﬁ - u) [ﬁ (— - U)] Xt—mnXt—gn

t=1 n
1 = 1 (t+m :
= E Kh(HTm — U) |:ﬁ < n — u):| Xt,nXter,n- (65)

diesen Eintrag. Das nun folgende Lemma stellt die Beziehung von S, 4(¢) zu den ap-
proximierenden M A(oo)-Reihen aus Lemma 3.7 her.

Lemma 6.1.

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den
Kern K sowie h — 0 und nh? — oo. Sind fiir k = 1,...,p die Koeffizientenfunktionen
ax(+) zweimal stetig differenzierbar auf (0,1) mit gleichmdfig beschrinkten Ableitungen
auf [0, 1], dann gilt firl=0,1,2,3

1 = 1(t+m oo
Sutmal) =+ 3 (52 =) |3 (S5 <o) | R orD), (60)

t=1-m
wobei { Xy, }7-_ . den linearen Prozess aus Lemma 3.7 bezeichnet.

Beweis.
Setzt man in (6.5) fiir X;,X;ia, den Ausdruck

)A(/t,njzt—l—d,n + (Xt,nXt—‘rd,n - )A(/t,n)’zt—i—d,n) (67)
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ein, schétzt die Differenz durch ihr Supremum iiber ¢ < n ab und zieht es nach vorne, so
ergibt sich

1 m 1 t—l—m
Sn,l,mq E Z Kh t+ - |:h< ):| thXt+dn (68)
1 — (tm 1 /t+m :
2 R [ ()]

t=1-m
Die Voraussetzungen von Lemma 3.7 sind erfiillt, so dass

XinXitvian — XenXitdn

+ sup

t<n

Xin — Xin| = Op(2) (6.9)

sup
t<n

gilt, woraus

Xt,nXt-l—d,n - Xt,nXt+d,n

= Op(2) (6.10)

sup
t<n

folgt. Weiter ergibt sich mit h — 0 und nh? — oo die Konvergenz (sieche Beweisfiihrung
von Lemma 6.2)

1 &= 1 :
ﬁt; Ky (B2m — {E (t —|7—1m —u)} @/K(S)Sld& (6.11)

m

wobei die Integrale fiir I € {0, 2} nach Voraussetzung (K4) endlich und fiir I € {1, 3} gleich
null sind. Die letztere Aussage folgt dabei aus der nach (K2) vorausgesetzten Symmetrie
von K, welche impliziert, dass die Integranden K(s)s und K(s)s® ungerade Funktionen
sind und daher ihre Integrale iiber R verschwinden. Damit ist die Behauptung des Lemmas
gezeigt. ]

Da es gelungen ist das Problem auf den eindimensionalen Fall zu reduzieren sowie den
Eintrag Syimq(u) mit Hilfe des Prozesses {X,,}}-_., auszudriicken, ist es nun mdoglich
unter der Voraussetzung

—0o0

(51) SupZJ’MI%(%)I <00 (6.12)

die tv BNy-Zerlegung aus Kapitel 5, Satz 5.4 auf die Terme )?t,n)?ﬁd,n anzuwenden. Setzt
man (5.27) in (6.6) ein und fiithrt dhnlich zu Phillips und Solo (siehe [20], S.979) die

Bezeichnungen

Ef—m = Z%H(%’ HTd; L)er—r (6.13)

r=1
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und
€t+1d = Z¢ ar(L, tJer’ €tpr (6.14)

ein, so erhdlt man fiir S, ; ., ,(u) die Zerlegung

Sn,l,m,q(u)
1 n—m B 1 fm <
o Ka(5 — ) h ( n u) Ga(L, B8 1)e; (6.15)
t=1-m L ]
! < m [ 1 t+m 1!
+ Et_ _ Kp(Em — ) E ( . u)_ etef_Ld (6.16)
1 < m [ 1 t +m 1 ®
+ Et:1_m K (2 —u) D ( . u)_ €t€141.d (6.17)
1 <« m [ 1 t+m 1
- - Kh(f,r1 w) 7 ( — u) (1— )de(t t:d L) (6.18)
t=1—-m L ]
1 n—- m B 1 t + m 7 l o0 _
_ g t_Z: Kh(ttl u) -E ( n - 'U/)- — L) Z_: (bd+7«(%, t%l, L)€t€t77(6.19)
1 n—m 1 /t4m <
— Ky (B — ) 7 ( . U) Z Ga—r (5 5% L)€r€r44(6.20)
t=1-m L ]
1 n—m _1 t+ m S
w2 MR —u )| Rali 55 L 6.21
i ntzl,m h( " U) _h( n u)_ d(n7 n ) )Et ( )

Mit Hilfe dieser Zerlegung sind wir nun in der Lage, das asymptotische Verhalten von
Sn.1m.q(w) und damit auch von S, ;(u) herzuleiten. Dazu untersucht man jede Zeile, also
jeden Summanden, obiger Zerlegung einzeln auf seine Asymptotik. Dabei ergibt sich, dass
ausschliellich der erste Term

l
- Z (Lm [% (H—m - u)] (L, 1 1)2 (6.23)
M im n

asymptotisch einen Beitrag ungleich null zum Grenzwert nach Wahrscheinlichkeit von
Sn.1m.q(w) liefert und alle anderen Summanden stochastisch gegen null konvergieren und
damit verschwinden. Weil die Beweisfithrung beim Nachweis der soeben behaupteten
Asymptotik einiger Summanden sehr dhnlich ist, fassen wir diese jeweils in einem Lemma
zusammen, bevor wir die Aussagen zusammentragen und den Grenzwert nach Wahr-
scheinlichkeit der p x p-Matrix S,,;(u) in Satz 6.6 angeben.
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Lemma 6.2.

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K und firk =1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen oy () zweimal stetig differenzier-
bar auf (0,1) mit gleichmdfig beschrinkten Ableitungen auf [0,1]. Falls fir ein § > 0 die
Bedingung (S1) gilt sowie h — 0 und nh?> — oo, dann gilt firl = 0,1,2,3 die Konvergenz

1= 1 (t+m :
-l K, (Em i I I tdd. 1)2
nt:1_m h( n U) |:h ( n U):| ¢d(na n ) )Et
£, gg¢d(u,u;1)/K(s)slds. (6.24)

Beweis.

Der Kern K hat nach Voraussetzung einen kompakten und damit auch einen beschrénkten
Tréger. Daher existiert eine Konstante 7" mit K (s) = 0 fiir alle s € [=T, T]°. Sei nun n so
grof}, dass

1/1 1 /n

gilt. Dies ist moglich, da wegen u € (0,1) der Term %(% — u) gegen —oo und %(% —u)
gegen +o0o strebt. Man braucht dann nur noch iiber alle t € T,, mit

T, = {t€Zl-T<4(t-u)<T} (6.26)

{t e Zin(-Th+u) <t <n(Th+u)} (6.27)

summieren, d.h. es gilt

LS Kz HE S u)]lgbd(g, Hd o (6.8)
= LSRG - w) [z (%_u)yqﬁd(%%weim (6.29)
= LSRG - w) E (%_u)]lqbd(“%,%;l)e?_m. (6.30)

Zum einen ist K (s)s' als Komposition stetiger Funktionen wieder stetig, zum anderen ist

das Intervall [T, T dquidistant in Teilintervalle zerlegt, deren Breite sich aus

1 /t+1 1/t 1
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ergibt und nach Voraussetzung gegen null strebt. Damit folgt die Konvergenz

I
%ZKh(%—u) [%(%—u)} pa(t=, 200 1) —_ ¢duu1/ K(s)s'ds

teT

— ¢d(u,u;1)/K(s)sldS. (6.32)

Dabei sorgt der kompakte Tréiger von K und der Faktor + in K(3(£ —u)) dafiir, dass

K(5(% —u)) nur fiir ¢ € T, echt groBer null ist, also asymptotlsch nur fiir die ¢, welche

fiir alle h > 0 die Ungleichungen
t
—Th < S —u< Th (6.33)

erfiillen, womit sich der Faktor ¢q(u,wu;1) erklart. Mit einem Gesetz der grofien Zahlen
folgt aus E[e?] = 02 insgesamt

1 = m 1 /t+m
2 3 e[ (S ) e

L, o?¢d(u,u;1)/K(s)slds. (6.34)

Lemma 6.3.

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K wund fir k = 1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen ay(-) zweimal stetig differen-
zierbar auf (0,1) mit gleichmdfig beschrinkten Ableitungen auf [0,1]. Falls fir ein § > 0
die Bedingung (S1) gilt sowie h — 0 und nh®> — oo, dann konvergieren die Summanden
(6.16) und (6.17) stochastisch gegen null, d.h firl=0,1,2,3 gilt

, 1 S L o om 1 /t+m L

o S e [r(S2 )] s, o)
t=1—-m

.. R 1 /t+m !

G) S () [E( - —u)} el =on(D). (636
t=1—-m

Beweis.
zu (i): Nach Lemma 2.26 (ii) geniigt es fiir den ersten Ausdruck, wenn man zeigt, dass
sein zweites Moment gegen null konvergiert. Per Definition fingt die Summe E?—l, 4 erst
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bei eins an (siehe (6.13)), weshalb E[etef_Ldesef_Ld] = 0 fiir s # ¢ gilt. Damit ergibt sich
fiir das zweite Moment

1 " 1 /t+m :
p| (25 e} (- 0)] et

= o Y R - [ (T —u)}E @], 637

2

Der letzte Erwartungswert ldsst sich aufgrund der stochastischen Unabhingigkeit von €?
und (€}, «0)° multiplikativ auseinanderzichen. Fiir den ersten Anteil gilt E[e]] = 0? < oo
und wegen Ele; €, ;] = 0 fiir t # s folgt fiir den zweiten

E [ €t—1,d } = 0 Z¢d+r fpt:d, . (6.38)
Abschétzen der Summe durch ihr Supremum und Hervorziehen ergibt dann fiir das zweite
Moment
1= 1 (t+ : i
m
E (5 Kp(BEm — ) {E < - —u)} etef_Ld) (6.39)
t=1-m
< s Yot (LS gy [L(Em )
o t<n drrin’ a2 np \ nh My h o h n .

Aus h — 0 und nh? — oo folgt zum einen die Konvergenz

1 2(L(tam Lit+m . 20 )2

t=1—-m

wobei die Integrale fiir I € {0, 1,2, 3} nach Voraussetzung (K1) und (K4) existieren, und
zum anderen, dass nh — oo, also & — 0 gilt. Zusammen folgt

nh
1 n—m 1 t+ l 2
=N K ) |+ (2 ¢ 0 6.41
(5 nee-nfp(ez o] o o
wobei benutzt wurde, dass die gleichmé#Bige Beschrénktheit von >0 | 67, (£, 24: 1) nach

Lemma 7.4 (i) erfillt ist.

zu (ii): Die Behauptung ergibt sich hier vollig analog zum Beweis der ersten Aussage
aus Lemma 7.4 (ii). O
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Lemma 6.4.

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K und fir k = 1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen oy (-) zweimal stetig differen-
zierbar auf (0,1) mit gleichmafig beschrinkten Ableitungen auf [0,1]. Falls fir ein § > 0
die Bedingung (S1) gilt sowie h — 0 und nh®> — oo, dann konvergieren die Summanden
(6.18), (6.19) und (6.20) stochastisch gegen null, d.h firl=0,1,2,3 gilt

- 1
i) & 3 KaEm - |5 (CE = o) | 0= D 55 D = or),

- L) Z ad-l-’l‘(%a %ia L)Etet—'r = OP(]-)7

(t+m - u> Z(ﬁd r n’ T’ L)eerrr = op(1).

~
=
S =
=
T
ME
|
&
> =
VR
~
< |+
3
|
=g
N——

(i) — S Ka(te )

Beweis.
zu (i): Als erstes multipliziert man den Term (1 — L)¢4(L, “=%; L)e? aus und addiert dann
eine null, indem man den Ausdruck

1 X . 1 (t+m—1 b
- Kh(% —u) lﬁ <T - U)} ¢d(%a HdTIQ L)E?A (6.42)

addiert und subtrahiert. Umordnen und Zusammenfassen ergibt dann

n—m l
LY w0 [p ()| a- g st

n
t=1-m
1 — 1 /t+m

= = K, (Em _ t t+d.
o G C ) e

n

1 1/t+m—1 !
- K, (Em=L == _
r 1 5 (s [f (St )

l
S ] ) GSh DG, (640

n

l
R (Emet ) E (M - uﬂ Jalt5t, L L)e?_1> (6.43)

Als néchstes betrachtet man die beiden Summen oben einzeln und weist ihr asymptoti-
sches Verschwinden nach. Die erste Summe (6.43) ist per Konstruktion gerade so zusam-
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mengefasst, dass sie eine Teleskopsumme darstellt, welche zu

l
% (Kh(% —) H (ﬁ - “)} Ga(5, B L)y,

b0 e
]- n—nu l~ _ 9
- E(K(nn;fu)[ — ]%("nma%;L)enm (6.45)

kollabiert. Nimmt man nun den Erwartungswert vom Betrag der rechten Seite und schétzt
ab, so folgt

1 n—nul'~
E|— n—nu n—m ML 2
o e [ e e,
—nu O_nu 7 (—-m — 2
_K<Onh )[ nh :| d(T?TquL)Em]
08 1 ine
T ‘7 S (a2 (6.46)
j= Os—j+1
O'E2 0—nu m
N L D e e
7=0 s=5+1

Einerseits sind die beiden Terme K'(2=2%)|2=n%|! und K (%=2%)|9=%|! beschrénkt, weil K
einen kompakten Tréger hat und dort stetig ist, andererseits sind die beiden vorkommen-
den Doppelsummen gleichméfig beschrinkt nach Lemma 7.3 (iv), so dass wegen ﬁ — 0
mit Lemma 2.26 (i) die stochastische Konvergenz der Summe (6.43) gegen null folgt.

Um den Beweis der Aussage (i) zu komplettieren, muss man noch nachweisen, dass auch
die zweite Summe (6.44) asymptotisch verschwindet. Dazu bildet man wieder den Erwar-
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tungswert vom Betrag der Summe und schétzt ab. Es gilt

1 ' (e 1 (t+m—1 :
o 3 (s o i (5= )
l
— K (B ) E (t;m _u>] ) 5d(%,t+‘iT—1;L)ef_1]
o2 R R 1 (t+m—1 :

Z Z |05 () psra( 50

7=0 s=j+1

e (5]

Als néchstes betrachtet man die Differenz in Betragstrichen etwas genauer. Dazu definiert
man zunéchst fiir [ € {0, 1,2,3} die Funktion K; durch

K(s) == K(s)s' (6.48)

fiir s € R und entwickelt dann K;(s — L) nach Taylor. Mit Voraussetzung (K3) hat der

Kern K gleichméfig beschrinkte erste Ableitungen auf R und damit auch K 1, so dass fiir
eine geeignete Zwischenstelle § die Gleichheit

Ris— ) = K- 20 (649

gilt. Schreibt man nun obige Differenz mit Hilfe von K, um, wendet danach die Tay-
lorentwicklung von K;(s — -=) fiir s = H2="% an und schétzt die Funktion K] an der
Zwischenstelle s gegen ihr Supremum iiber R ab, so folgt

‘Kh(%—u) E (#—u)]l_m(%ﬂ_u) H (t_;m _uﬂz

1 7 —nu 7 m—nu
= IR ) - R
1| K3
- _ 6.50
h nh ( )
L suplR!(2)
— SUu X
~ nh? xeﬂg :

Setzt man diese Ungleichung in (6.47) ein, schitzt die Doppelsumme gegen ihr Supremum
iiber ¢ < n ab und beachtet, dass sich dann die Summe iiber ¢ gegen den Bruch % weghebt,
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so erhalt man

1= 1 /t+m—1 !
Ell= K, (tm=L - —
nt:l—m ( ( " ) |:h ( " u>:|
1/t N\ ~
e =[5 (0 )] ) Gul'5, L L) ] (6.51)
< s sup| K ()] Supz Z |05 (52 )@sra(H21))]
ST =0 s=j+1

Weil das erste Supremum wegen Voraussetzung (K3) beschrankt ist und das zweite wie-
der nach Lemma 7.3 (iv), so folgt die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit gegen null von
(6.18) aus —> — 0 mit Lemma 2.26 (i).

zu (ii) und (iii): Man fithrt die Beweise der zweiten und dritten Aussage vollig ana-
log, jedoch schétzt man die hier vorkommenden Erwartungswerte E||e;_;e—,—;|] bzw.
El|€:—j€r1r—j]] mit Cauchy-Schwarz (2.39) nach oben durch ¢ < oo ab und die gleichmé&8i-
ge Beschrianktheit der jeweiligen Mehrfachsumme folgt aus Lemma 7.3 (v) bzw. aus Lem-
ma 7.3 (vi). O

Lemma 6.5 (Verschwinden des Restterms).

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K und fir k = 1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen oy (-) zweimal stetig differen-
zierbar auf (0,1) mit gleichmafig beschrinkten Ableitungen auf [0,1]. Falls fir ein § > 0
zusdtzlich zu (S1) die Bedingung

o

(52)  sup ) ALy (D]l = o(1) (6.52)

t<n o—1

gilt, wobei A, den Differenzoperator bzgl. t gemaff Ay[f(t)] := f(t) — f(t — 1) bezeichnet
sowie h — 0 und nh®> — oo, dann konvergiert der Summand (6.21) stochastisch gegen
null, d.h firl=20,1,2,3 gilt

n—m

1
n

Kp(Em ) E (t T u)er(%, b 1) — op(1). (6.53)

t=1—m

Beweis.
Per Definition in Satz 5.4 besteht der Restterm Ry(L,™%; L)€} aus den drei additiven

n
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Komponenten
RO L) = | Gulh B4 L) = u(5E 425 D) €, (6.54)

Mg

R?)(t b, )2 =

n’ n

|:$d+7“(7tla t—;da ) de—s-r( ;17 == aL):| €t—1€—r—1, (655)
1

T

NE

R&?:)(t b, )2 =

n’ n?

|:;Z;d77'(%7 ttdu ) ¢d r(t;Ll, t+;j;1; L)i| €t—1€4r—1, (656)

L1 1 /t+m 1!
@) 5 3 K- |5 (CE o) |’V s e = 0na), (65)

n h n n) n
t=1-m -
1R (1 /t+m 1
(i) = > (52— ) E( 0 _“) RP(L 54 L)e = op(1), (6.58)
t=1—m L _

N t+m 1 (t+m 1! B/t t+d.
(i11) - Kp(BE™ —u) |- —u || Ry (£ L)e; = op(1) (6.59)

I h n n’® n ?
zeigt. Dazu nimmt man jeweils den Erwartungswert vom Absolutbetrag und zeigt, dass
dieser dann gegen null konvergiert, was nach Lemma 2.26 (i) eine hinreichende Bedingung

fiir Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit gegen null darstellt.

zu (i): Beachtet man, dass

|05 (L) sra(E2) — 0o (51 @sra(FEL)] = [A s (L) psra(29)]| (6.60)

gilt, so folgt durch Abschéitzen und Hereinziehen des Erwartungswerts

n—m l
LY mm e [ (S )] AP s
n h
g'z o m 1 t—l—m
< %3 mm o fr )] S (a0 (6.61)

n
7=0 s=j5+1

Bildet man noch das Supremum der Doppelsumme iiber ¢ < n und zieht es nach vorne,
so folgt die Konvergenz

1 — 1 (t+m :
LY m - (S| /PG s

t=1-m
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aus der gleichméBigen Konvergenz gegen null des Supremums nach Lemma 7.5 (i) bzw.
aus

n—m

Kp(Em ) H (t m u)}l — /K(s)slds < oo, (6.63)

1=
n n
t=1—-m

womit die stochastische Konvergenz gegen null des ersten Ausdrucks (i) gezeigt ist.

zu (ii) und (iii): Der Nachweis der Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit gegen null des
zweiten und des dritten Ausdrucks folgt analog. Man schétzt jedoch wieder E|e;— ;€]
und E|€,_j€r4r—j|] mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (2.39) durch ¢? < oo ab und
das Verschwinden der vorkommenden Mehrfachsummen folgt aus Lemma 7.5 (ii) bzw.

Lemma 7.5 (iii). O

Am Anfang dieses Abschnitts konnten wir das Problem der Asymptotik von S,,;(u) auf
den eindimensionalen Fall reduzieren, indem wir einen représentativen Eintrag Sy, m (1)
betrachtet haben, und wegen Lemma 6.1 die in Kapitel 5 hergeleitete tv B Ny-Zerlegung
darauf anwenden. Im nun folgenden Satz fassen wir die Aussagen der vorangegangenen
Lemmata 6.2 bis 6.5 iiber das asymptotische Verhalten der Summanden (6.15) bis (6.21)
jener Zerlegung zusammen.

Satz 6.6 (Asymptotik der empirischen Momente S, ;(u)).

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K und firk =1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen ay(-) zweimal stetig differenzier-
bar auf (0,1) mit gleichmdfig beschrinkten Ableitungen auf [0,1]. Falls fiir ein § > 0 die
Bedingungen (S1) und (S2) gelten sowie h — 0 und nh? — oo, dann folgt firl =0,1,2,3
die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit

Sotma(t) =2 02 a(u, u 1) / K (s)s'ds. (6.64)
Mit den Bezeichnungen ép,(w) := éx(u,w; 1) fir k € {0,...,p— 1} und u € (0,1) sowie
go(u) - o Ppa(u)
T(u) = ¢1@ (6.65)

Gpalw) o Gr(w) ulu)
folgt dann fir die p x p-Matriz S, ;(u) = (Sn1m.q(1))m.g=1

» die Konvergenz

.....

S, 1(u) 2> (ag / K(s)slds> T(u). (6.66)
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Beweis.

Da die Voraussetzungen der Lemmata 6.1 bis 6.5 erfiillt sind, folgt die Behauptung sofort
aus der tvBNsy-Zerlegung von S, q(u) auf Seite 63 und der Definition von S, (u) aus
Lemma 4.2. O]

6.2 Asymptotik des Bias-Terms und des Restterms

Da wir im letzten Abschnitt den Grenzwert nach Wahrscheinlichkeit von S, ;, 4(w) bzw.
von S, ;(u) fir u € (0,1) bestimmen konnten, sind wir jetzt auch in der Lage die Grenz-
werte des Bias-Terms B, (u) und des Restterms R, (u) aus Lemma 4.3 anzugeben.

Satz 6.7 (Asymptotik des Bias-Terms B, (u)).

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K und firk =1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen ay(-) zweimal stetig differenzier-
bar auf (0,1) mit gleichmaf$ig beschrinkten Ableitungen auf [0, 1]. Fir ein 6 > 0 gelten die
Bedingungen (S1) und (S2) sowie h — 0, nh* — oo und n*/?h%? — C fiir eine Konstante
C < 0. Ist T'(u) aus Satz 6.6 invertierbar, dann folgt fir den Bias-Term die Konvergenz

n1/2 5/2 2(U " P 2
Vi, () = "B ) (@20 ) o) L Gkl (000

wobei 3 = [ K(r)r*dr definiert ist.

Beweis.
Zum einen sind die Voraussetzungen von Lemma 4.3 erfiillt, so dass die Zerlegung des
Schétzfehlers a(u) — a(u) Giiltigkeit besitzt, und zum anderen ist Satz 6.6 anwendbar, da
auch seine Bedingungen erfiillt sind. Wegen [ K (r)dr = 1 nach Voraussetzung (K1) gilt
deshalb

Sno(uw) i O'?/K(T)dT T'(u) = o’T(u), (6.68)
Spa(u) > o2 / K(r)yr?dr T'(u) = o?p%T(u). (6.69)

Nach (K2) ist der Kern K als symmetrisch bzw. als gerade vorausgesetzt und die Aus-
driicke r und r3 sind bekanntermafen ungerade, so dass K (r)r und K (r)r® wieder unge-
rade Funktionen sind, deren Integrale iiber die reelle Achse null ergeben. Nochmals mit
Satz 6.6 ergibt sich daher

Spi(u) — o2 / K (r)rdr T(u) = Opxyp, (6.70)

Sn.3(u) L, U?/K(T)ngT '(u) = Opxyp- (6.71)
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Zusammen folgt damit die Konvergenz der 2p x 2p-Matrix S,,(u) geméi8

I'lu) O
snuia2< pxp )::su. 6.72
Lo ) <) (6.72
Weil aufgrund der Invertierbarkeit von I'(u) auch die Inverse von S(u) existiert, gilt ebenso
_ o T7Y(u) @) _
Slui>02< ey ):slu. 6.73
S Lo (50 e ) -8t (073

Mit Satz 2.30 (Continuous Mapping Theorem) folgt dann die Behauptung aus

nl/2p5/2 S,.o(u)
/ B — E —1 n,2 "
nh—n 92 OSn (u) ( Smg(u) )Q (u)
_>P 9 -2 I‘il(u) Op><p UEM%(I‘(U) "
2 ( v Opo)UE ( Opxp ﬂf_gril(u) Opxp o’(v)
C 1"
= 5/@@ (u). (6.74)

O]

Satz 6.8 (Asymptotik des Restterms R, (u)).

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K und fiirk =1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen ay(-) zweimal stetig differenzier-
bar auf (0,1) mit gleichmdfSig beschrinkten Ableitungen auf [0, 1]. Fir ein 6 > 0 gelten die
Bedingungen (S1) und (S2) sowie h — 0, nh?> — oo und n'/?h>? — C fiir eine Konstan-
te C < co. Ist T'(u) aus Satz 6.6 invertierbar, dann konvergiert der Restterm v/nhR,, (u)
stochastisch gegen null, d.h. es gilt

ni/2p5/2 o(u
VnhR, (u) = 2h EoS; ! (u) ( gziu; )0(1) = op(1). (6.75)

Beweis.
Wie im Beweis von Satz 6.7 gelten hier die Konvergenzen

Sh2(u) £, O'EQ/K(T)T‘QCZT’ T(u) = o2u3T(u), (6.76)
Sns(u) - o / K(r)r*dr T'(u) = Oy, (6.77)
und

S:1(u) Lo o ( F(;;S:) 1) ) — S (w), (6.78)



KAPITEL 6. ASYMPTOTISCHE BETRACHTUNGEN 75

so dass sich aus der Annahme n'/2h5%/2 — C mit C' < oo fiir den ersten Teil des Restterms

n1/2h5/2 ) Sng(u)
5 EoS,, (u) ( S, 3(1) ) = 0Op(1) (6.79)
ergibt. Mit Satz 2.29 (Slutsky) folgt dann die Behauptung. O

6.3 Asymptotische Normalitit des Schéitzfehlers

An dieser Stelle befassen wir uns mit dem fithrenden stochastischen Term T (u) der
Zerlegung des Schitzfehlers aus Lemma 4.3 und dessen Asymptotik. Fiir diesen gilt

T,(u) = EoS," (u)z,(u), (6.80)
wobei die Eintriage des 2p-dimensionalen Vektors 7,,(u) aus

1 <& 1 !
Tyl = E ;Kh(% — U) [ﬁ (— — U)} X, & € Matnl(R) (6.81)

n

mit [ = 0 und [ = 1 bestehen. Da die Asymptotik von S, !(u) bereits aus Satz 6.6 bekannt
ist, bleibt hier nur noch das asymptotische Verhalten von 7, (u) zu untersuchen. Ahnlich
zu Lemma 6.1 stellt das nun folgende Lemma den Zusammenhang von 7, (u) mit dem
Prozess {X;,}"___ her.

Lemma 6.9.

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den
Kern K sowie h — 0 und nh?> — oo. Sind fir k = 1,...,p die Koeffizientenfunktionen
ag(+) zweimal stetig differenzierbar auf (0,1) mit gleichmdfiig beschrinkten Ableitungen
auf [0, 1], dann gilt firl = 0,1

iz, (o) = <=3 K - ) [+ (f—u)}l&_leﬁ@m, (652

nh =

wobei X, = (Xy—1n, ... ,)N(t_pvn)T definiert ist mit {X,, }7___. aus Lemma 3.7.

Beweis.
Ahnlich zum Beweis von Lemma 6.1 setzt man fiir X, ; den Ausdruck

X+ (X =X, ) (6.83)
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ein, schétzt die Differenz durch ihr Supremum iiber ¢ < n ab und zieht es nach vorne, so
folgt

Vnhz,, = \/—; (505 —w) E <%—U>}l&_let

(55 — ) E (% - u)]lq, (6.84)

wobei | X, | — Xt_l\ = | Xk — Xt,k7n| bezeichnet. Weil die Voraussetzungen von
Lemma 3.7 erfiillt sind, gilt

+ sup | X, — X,
t<n

sup | Xon — Xon| = Op(2), (6.85)
t<n

woraus auch
sup | X,y — X, | = 0p(3) (6.56)
t<n

folgt. Die Behauptung des Lemmas ergibt sich schliellich aus Satz 2.29 (Slutsky), wenn
man die Beschranktheit nach Wahrscheinlichkeit von

mEafl-s e

zeigt. Dazu bildet man das zweite Moment dieses Ausdrucks und erhilt wegen Elees] = 0

fiir s # t die Gleichheit

o| (A swu -t (E-o)]«)
= af%fjﬂ%% —u)) H (% - u)ﬁ (6.88)

t=1

wobei die nach Lemma 2.27 (ii) hinreichende Bedingung der gleichméfigen Beschrénktheit
des zweiten Moments dann aus der Konvergenz

nh Z GG H (% - u)rl f— /KQ(S)SZst (6.89)

folgt, weil die beiden Integrale fiir [ € {0,1} nach (K4) endlich sind. O



KAPITEL 6. ASYMPTOTISCHE BETRACHTUNGEN 77

Die spezielle Blockstruktur des Grenzwerts nach Wahrscheinlichkeit der Matrix S, *(u)
(siehe (6.73)) sowie die Multiplikation mit Ey = (I,xp, Opxp) bei der Berechnung von
T, (u) hat zur Folge, dass man nur die Verteilungskonvergenz von 7, ,(u) untersuchen
muss. Fiir den zweiten Anteil 7, ;(u) geniigt es zu zeigen, dass

Vnht, | (u) (6.90)

beschrénkt nach Wahrscheinlichkeit ist (siehe auch Theorem 6.11). Beides geschieht in
folgendem Satz.

Satz 6.10 (Asymptotik des stochastischen Terms T, (u)).

Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K und fiirk =1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen ay(-) zweimal stetig differenzier-
bar auf (0,1) mit gleichmdfSig beschrinkten Ableitungen auf [0, 1]. Fir ein 6 > 0 gelten die
Bedingungen (S1) und (S2) sowie h — 0, nh? — oo und n'/?h>? — C fiir eine Konstante
C < 00. Dann folgt fiir den stochastischen Term

(i) Vnhz,,(w) = Op(1) (6.91)

sowie unter der Annahme k4 = Ele}] < oo die Verteilungskonvergenz

(i) Vnhz, o(u) == N(0y, B(u)), (6.92)
wobet X(u) := o([ K*(r)dr)T'(u) definiert ist mit I'(u) aus Satz 6.6.

Beweis.

zu (1): Wegen Lemma 2.27 (ii) ist es hinreichend, wenn man die gleichméfiige Beschrankt-
heit der zweiten Momente der Komponenten des Vektors vnhz,, ;(u) zeigt. Nach Lemma
6.9 gilt aber

1 < 1/t ~
Vi, ) = eSS RGG =) [ (- v) | B o). 099
so dass es geniigt, fiir alle m € {1,...,p} die gleichméfiige Beschrianktheit des zweiten
Moments von

1/t

\/% g K (55— u)) {E <ﬁ - U)} Xi-mner (6.94)

zu zeigen. Setzt man )?t_m,n = Z;io goj(t_Tm)et_m_j ein und beachtet, dass der Erwar-

tungswert Ele;_p,—;j€s—m—k€€s] nur ungleich null ist, wenn gleichzeitig t = s und k = j
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gilt, dann folgt

B (% K- |5 (L-0)] )?m>
- a3 wdi-m[f (5] T (65)

Die Behauptung ergibt sich dann aus der gleichméfiigen Beschréanktheit von 32 @3 (Em)
(siche Abschnitt 7.2) sowie aus der Konvergenz

1 ¢ 1/t 2
— ;Kz(%(% —u)) [g (5 - U)} — /KQ(S)Sst, (6.96)
wobei das Integral nach (K4) existiert.

zu (ii): Zundchst nutzt man die Cramér-Wold-Technik (siehe Satz 2.31), um das Problem
der Asymptotik von \/ﬁzn,o(u) auf Dimension eins zu reduzieren. Sie besagt namlich,
dass es hinreichend (und notwendig) ist, wenn fiir alle @ = (ay,...,a,)" € R? die (eindi-
mensionale) Verteilungskonvergenz

Vnha't, o(u) L N(0,a"S(u)a) (6.97)
erfiillt ist. Dabei geniigt es, diese Konvergenz fiir alle Vektoren ¢ € RP mit |la|| = 1

nachzuweisen, weil sich jeder Vektor b € R?, b # 0 durch Multiplikation mit % auf eins
normieren lidsst und die Aussage trivialerweise gilt, wenn b der Nullvektor ist. Beachtet
man noch fiir [ = 0 die Aussage von Lemma 6.9, so folgt die Behauptung (ii) mit Satz

2.22 (Slutsky), wenn man fiir alle @ € RP mit [|a]| = 1 die Verteilungskonvergenz
1 = D
=D K —w)a" X = N(0,a"S(v)a) (6.98)
nh =

zeigt. Dazu bestimmt man als erstes die Varianz des Terms auf der linken Seite von (6.98),
welche im Folgenden mit V,,(u) bezeichnet wird. Wegen

p
Ela'X, 6] = D al | X pae]

k=1

= Z Qg Z %’(%)E [€1—k—j€d] (6.99)
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und Ele_j_je] =0 fur k€ {1,...,p} und j € Ny ist V,,(u) gleich dem zweiten Moment
der linken Seite von (6.98), d.h. es gilt

Valu) = (\/—; %__U))GTXt_1€t>

1 & ~ =~
= =Y KGE-w)E [0 X, X ad], (6.100)
t=1 B

wobei benutzt wurde, dass Ela”X, ;X Filgetes] = 0 fiir s # ¢ gilt. Im Folgenden sei mit
{FP}r_ . fiir n € N die natiirliche Filtration von {X;,}{" . bezeichnet, d.h.

Fri=o ()?t,n teZt< n) . (6.101)

Um den Erwartungswert in (6.100) weiter ausrechnen zu konnen, fiigt man in ihm einen
bedingten Erwartungswert bzgl. 7' ; ein. Man benutzt dann die iiblichen Rechenregeln

S T
fiir bedingte Erwartungen, indem man den F7* ,-messbaren Anteil a” X, ; X, ,a hervor-
zieht und der bedingte Erwartungswert F|[eZ|F/" ] gleich seinem unbedingten ist, weil €
unabhéngig von F;* | ist. Es gilt also
Ty vl 2 A T
Ela Xt—lzt—lget} = E [E [Q Xt—lzt—lget’ft—l]}
>~ T
= B[d"X, X, 0B [$17]] (6.102)
S~ T
= olE [QTXt—lxtflg} :
~ T

Zieht man nun den Erwartungswert in die Eintrége der Matrix X, ; X, ; herein und

bedenkt, dass fiir m,q € {1,...,p} der Erwartungswert E[e;_,,_je_q—k] nur fiir m + j =
q + k ungleich null ist, so folgt mit der Bezeichnung

Lini=| Yroowi(E®)0iim—q(5L) | € Mat,,(R) (6.103)
m,q=1,...,p

fiir obigen Erwartungswert die Gleichheit
~ =T
E [QTXt—IKt—lg] = O?QTFWLQ. (6.104)

Insgesamt erhélt man fiir die Varianz der linken Seite von (6.98) die Darstellung

n

4
g
Va(u) = — > K*(3(E —u)d'Tyua, (6.105)

t=1
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welche mit wachsendem n gegen

ota® ([ K615 ) Plua = " =(0)a (6.106)

konvergiert. Weil die Matrix ¥(u) als Vielfaches der positiv definiten Matrix I'(u) selbst
ebenfalls positiv definit ist und der Vektor a wegen ||a|| = 1 nicht der Nullvektor ist, gilt

a” % (u)a > 0. (6.107)

Daher existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ny die Ungleichheiten
Vi(u) > =a"S(u)a > 0 (6.108)

erfiillt sind. Im Folgenden sei n > ny angenommen, was die strikte Positivitit der Varianz
Vo (u) sicher stellt, welche es wiederum erlaubt durch V,,(u) zu teilen.

Als néchstes wollen wir den Zentralen Grenzwertsatz fiir Martingaldifferenzschemata (sie-
he Satz 2.32 oder [17], Korollar 6) benutzen, um die zu zeigende Verteilungskonvergenz aus
(6.98) nachzuweisen. Dazu normiert man die Summanden des Ausdrucks auf der linken
Seite von (6.98), indem man sie durch die Wurzel der Varianz /V,,(u) teilt und geméaf

1 1
\/Vn(u)\/ﬁ

definiert. Man betrachtet nun fiir festes u € (0,1) und n € N das Dreiecksschema

§1.1(u)
51,2(U) 52,2(U)

K(%(i - u))QTXt_let (6109)

n

ftn(u) =

S

: . . (6.110)
Ein(u) Com(u) - &un(u)

und weist nacheinander die Bedingungen des Zentralen Grenzwertsatzes nach. Als erstes
zeigt man, dass {&,(u), F{*}7-, fir alle n € N eine quadratisch integrierbare Martingal-
differenz ist. Dazu bildet man zunéchst fir ¢ € {1,...,n} den bedingten Erwartungswert
von & ,(u) bzgl. F;*; und erhélt

BlaaIF] = oK GG B [0 el
L L Lot _ u CLT X €
= Vn(u)mK(ﬁ(" )a' X, E e (6.111)



KAPITEL 6. ASYMPTOTISCHE BETRACHTUNGEN 81

wobei die F}* ;-Messbarkeit von X +—1 und die Zentriertheit des weiflen Rauschens benutzt
wurde. Die quadratische Integrierbarkeit von & ,(u) folgt dann mit (6.104) und Voraus-
setzung (S1) aus

Blw)] = poar GG - w)E [o7% K o]
1 1 _ 5,4
= V() EK (E(——u))a a'Ty (6.112)
< 09,

so dass nachgewiesen ist, dass es sich fiir n € N bei {& ,,(u), F}'}}-; um ein quadratisch in-
tegrierbare Martingaldifferenzen handelt. Fiir die ndchste zu zeigende Eigenschaft geniigt
es, wenn es ein ng € N gibt, so dass sie fiir alle n > nq gilt. Sei ng € N so grof3, dass es
die Ungleichung (6.108) erfiillt. Dann folgt nach Konstruktion von & ,(u) fiir n > ng die
geforderte Gleichheit aus

Y E[G.w] = ) e )nth(%(i ))ota’ Ty na
= t=1
Va(u)
= 6.113
=1
Um die stochastische Konvergenz
ZE &, (w)Fr] 1 (6.114)

zu zeigen, setzt man fiir &, (u) ein, rechnet dhnlich zur Gleichung (6.102) die bedingten
Erwartungswerte aus und erhélt

& 11 < ST
S E[EIFL] = o SR —w)E [a' X, X, ad

Die nachzuweisende Konvergenz in (6.114) folgt dann zum einen aus dem asymptotischen
Verhalten von V,,(u) geméf3

Vi(u) — ola </K2 ds) u)a, (6.116)

n—oo
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und zum anderen aus der stochastischen Konvergenz

~ =T

03% ti; KLt —u)X, X, |, 0! (/ K2(s)ds) (u), (6.117)

welche sich vollig analog zu Satz 6.6 beweisen lasst, man jedoch hier die Bedingung
[ K*(z)dx < oo aus (K4) benétigt. Abschliefiend ist noch der Nachweis der bedingten
Lindeberg-Bedingung zu erbringen. Dafiir ist zu zeigen, dass fiir alle € > 0 die stochasti-
sche Konvergenz

P

> B Ga(|ga()] > O] — 0 (6.118)

erfiillt ist. Dazu betrachtet man zunéchst &, (u) einzeln und schétzt ab. Es gilt

1 1 ~  ~T
& (W) W%K%%(% —u))a' X, | X, ja€
2 ||K|ls S T
< aTz(u)a nh K(%(% - U))QTXt_lit,lgef, (6.119)

Vi (u)
seine Supremumsnorm || K|, nach oben abgeschiitzt wurden. Interpretiert man a” X,

wobei der Bruch t~— mit Ungleichung (6.108) und einer der Faktoren K ( (£ —u)) durch

und X tT_lg als Skalarpodukte, so folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (2.39)

=T

a' Xy 1 Xy qa < el X, )
= I X% (6.120)
weil ||a|| = 1 gilt. Fiir eine geeignete Konstante D < oo ergibt sich daher
1 ~
&on(u) < D—-K(5(5 =) | Xo P (6.121)

Als néchstes untersucht man die bedingten Erwartungswerte in der Lindeberg-Bedingung
(6.118) néher und schitzt diese weiter ab. Einsetzen von Ungleichung (6.121) fiir £7,,(u)
und |& ,(u)| ergibt

E [, (u)I(|&n(w)] > 0)|F ] (6.122)
1 - ) _
< E DEK(%% - “))”Xt—ln%% I <D1/2(”h) 1/2||K||<1>42||Xt71|||€t| > 5)‘7:?_1} ;

wobei in I(-) nochmals K (+(£ —u)) durch ||K||o abgeschétzt wurde. Mit nicht-negativen
reellen Zahlen a, b und c gilt fiir Indikatorvariablen die Ungleichung

I(ab>c)<I(a>+c)+1(b>+c), (6.123)
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woraus unter Beachtung der F7 -Messbarkeit von || X, ,||2I(]|X, || > ¢) die Abschiitzung

E [ffn(u)fﬂftn(uﬂ > 5)|ff—1}

1 X - —

< DK (5~ )| X, |PE [ 1 (Jed] > 672D (k) 4 K| )| 724 ] (6.124)
1

+ DK (H(E = )| X7 (1ol > 672D ) KII) B )]

folgt. Aufsummieren ergibt dann

ZE & (WI([&n(w)] > 0)|F7]

< nhZK Lt )| X, |PE [ (|e] > 8Y2D~ Y4 (nh) Y4 K| ZV4)] (6.125)
02D
+ ZEEN T KGE = I 2T (X )] > 812D k) K ) (6.126)
t=1

wobei benutzt wurde, dass €2 und €21(|e;| > ¢) unabhéingig von F7* ; sind, womit die be-
dingten Erwartungswerte zu unbedingten werden. Die Richtigkeit der bedingten Lindeberg-
Bedingung (6.118) ergibt sich also nun aus der stochastischen Konvergenz der beiden
Summenterme (6.125) und (6.126) gegen null. Dazu betrachtet man als erstes die Er-
wartungswerte in (6.125). Wegen I2(-) = I(-) und E[I(-)] = P(-) folgt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung (2.39)

[ I(|6 | > 51/2D 1/4(nh)1/4||K|| 1/4)}

< \/E[ef‘]\/P |et|>51/2D—1/4(nh)1/4||K||;ol/4) (6.127)

und mit der Markov-Ungleichung (2.37), dass

(|6 | > 51/2D 1/4<nh)1/4HK|| 1/4) “EtH 71/4 (6128)
51/2D 1/4(nh>1/4HKH

gilt. Weil der Zihler Ef|e;|] wieder mit Cauchy-Schwarz nach oben durch o, < oo be-
schrankt ist und der Nenner mit wachsendem n gegen oo strebt, konvergiert der Bruch
gegen null. Die Konvergenz

E €1 (e > 62D (b)Y K| )] — 0 (6.129)

n—nm

folgt dann unabhéngig von ¢ aus der Annahme, dass die vierten Momente des weiflen Rau-
schen existieren. Beachtet man noch, dass || X,_;||* die Summe der Hauptdiagonalelemente
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der Matrix I';,, ist, so folgt mit Satz 6.6 die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit

hZK Lt — )| X, )2 5 o (/K ds) tr(T(u)), (6.130)

wobei tr(A) die Spur einer Matrix A bezeichne und das Integral nach (K1) endlich ist.
Die stochastische Konvergenz von (6.125) folgt schlieBlich aus der von ¢ unabhéngigen
Konvergenz (6.129) und aus (6.130). Fiir den zweiten Summenterm (6.126) nimmt man
den Erwartungswert seines Absolutbetrags und zeigt, dass dieser gegen null konvergiert.
Da diese Summe aber ausschliellich aus nicht-negativen Anteilen besteht, geniigt es hier
seinen Erwartungswert zu betrachten. Es gilt

und wie oben folgt mit Cauchy-Schwarz (2.39)

E 1 X a1 (X ol > 672D ) ) 2

< B IZl]y P (1l > 9D (eas1)

und mit Markov (2.37)

B {1 Xl
51/2D- 1/4(nh)1/4||K||_1/4

P (X, = 82D (mn) | K| 2) < (6.132)

Lemma 7.6 liefert die gleichméBige Beschréinktheit von E[||X,_,||4], woraus auch die von
El||X,_4]||] folgt. Weil der Nenner in (6.132) gegen unendlich strebt und

n—oo

% STK((E —u) — [ K(s)ds < o0 (6.133)

gilt, ergibt sich schlieBlich die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit gegen null von (6.126),
so dass die Giiltigkeit der bedingten Lindeberg-Bedingung (6.118) gezeigt ist.

Da nun alle Voraussetzungen von Satz 2.32 nachgewiesen sind, folgt die Konvergenz in
Verteilung

S Enlu) = N(0,1), (6.134)
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welche dquivalent zu
Vnha''t, o(u) L N(0,a"S(u)a) (6.135)

ist, was aber wiederum nach Cramér-Wold eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die behauptete Verteilungskonvergenz

Vaht,, o(u) 2 N(0,, =(u)) (6.136)
darstellt. ]

Abschlielend tragen wir im nun folgenden Satz die erzielten Ergebnisse dieses Kapitels
iiber das asymptotische Verhalten zeitvariabler autoregressiver Prozesse p-ter Ordnung
mit hinreichend glatten Koeffizientenfunktionen zusammen.

Theorem 6.11 (Asymptotische Normalitéit des Schétzfehlers a(u) — a(u)).
Neben den Annahmen von Satz 3.2 gelten die Voraussetzungen (K1) - (K4) fir den Kern
K und firk =1,...,p seien die Koeffizientenfunktionen ay(-) zweimal stetig differenzier-
bar auf (0,1) mit gleichmdfSig beschrinkten Ableitungen auf [0, 1]. Fiir ein 6 > 0 gelten die
Bedingungen (S1) und (S2) sowie h — 0, nh?* — oo und n'/?h>? — C fiir eine Konstante
C < oo. Ist T'(u) invertierbar, dann folgt unter der Annahme k4 := Ele}] < oo mit der
Bezeichnung

>, (u) = ( / K2(r)dr> T (u) (6.137)
fiir den Schitzfehler a(u) — a(u) die Konvergenz in Verteilung

Vinh [6(u) — a(u) — B, (w)] = N (0, Sa(w). (6.138)

Beweis.
Da die Voraussetzungen von Lemma 4.3 erfiillt sind, gilt fiir den Schétzfehler die Zerlegung

G(u) — a(u) = B, (w) + T, (1) + R, (w), (6.139)

woraus zusammen mit der stochastischen Konvergenz des Restterms gegen null (Satz 6.8)
und der Konvergenz des Bias-Terms (Satz 6.7)

Vnh[@(u) —a(u) = B,(u)] = VahT,(u) + op(1)
= ES; (u)Vnhr, (u) + op(1) (6.140)
folgt. Wie im Beweis von Satz 6.7 gilt

_ o T7Hu) O
S (u LO'Q( o P ), 6.141
S Lo (T e (6.141)
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so dass

—1 P —92 F_1<U> Op><p
E,S,, (u) - (Ipxpvopxp)ae ( O,x» /4[/[—(21'171(“)

= (0.°T 7' (u), Opxp) (6.142)

folgt. Die p x p-Nullmatrix im Grenzwert nach Wahrscheinlichkeit von EyS_ ! (u) sorgt
dafiir, dass die zweite Hélfte 7, ;(u) des 2p-dimensionalen Vektors 7, (u) keinen Einfluss

auf die Verteilungskonvergenz von ES; ' (u)vnhz,(u) hat, weil vnhz, (u) nach Satz
6.10 (i) stochastisch beschrinkt bleibt. Satz 6.10 (ii) liefert

Vnht, o(u) - N(0,, =(u)) (6.143)

mit X(u) = o([ K?(r)dr)T'(u), woraus schlieflich mit (6.142) und Satz 2.22 (Slutsky)
die Konvergenz in Verteilung

Vh [a(u) — a(u) — B,(w)] - N(0,, 07T~ (w)S(u)o 2T~ (u))
= N(0,, Sa(u)) (6.144)

folgt, womit die Behauptung gezeigt ist. |



Kapitel 7

Anhang

7.1 Ungleichungen und Doppelsummen

An dieser Stelle beweisen wir einige Aussagen, welche wir bei den Beweisen im folgenden
Abschnitt 7.2 hiaufig benutzen werden.

Hilfssatz 7.1 (Ungleichungen).
Es seien a,b € R sowie {an}nen, und {by}nen, absolut summierbare reelle Zahlenfolgen.
Dann gelten die Ungleichungen

(i) 3l < (Z |aj|> (Z |bj|> , (7.1

(i7) (Zajbj> < (Zc@) (Zzﬁ) (7.2)
Beweis.

zu (i): Auf der rechten Seite der Ungleichung kommen zusétzlich zur linken noch die ge-
mischten Terme hinzu. Weil alle vorkommenden Summanden nicht-negativ sind, folgt die
Behauptung.

zu (ii): Spezialfall der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (2.39). O

Hilfssatz 7.2 (Doppelsummen).
Sei {an}nen, eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen, welche

Z sas < 00 (7.3)
s=1

87
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erfiillt. Weiter sei 6 > 0 und a; :== 0 fiir j < 0. Dann gilt fir eimn h € Z mit h <0

DD iine = Z(] — h)ay, (7.4)

r=1 j=0
oo o0 1
(i) ; ; Gthor T ]z; (aj ; W) (7.5)

sowie fiir h € Z und r € N

(ii1) Z Z Asthtr = Zjaj+h+r- (7.6)
j=1

=0 s=j+1

Beweis.

zu (i): Beachtet man, dass wegen a; := 0 fiir j < 0 im Fall h +r < 0 auch a4, = 0 fur
j < —h —r gilt, so folgt mit der Bezeichnung a A b := max{a, b} die Behauptung aus der
Rechnung

o0 (0.)
E Ajrhtr = E E Aj4htr
r=1 j=0 r=1 j=(—h—r)A0

[e.e]

—h o [e§)
= E E Ajphtr + E E @jthtr
r=1 j=—h—r r=—h+1 j=0

—h o

ZZ% + ZZCLH_T (7.7)

r=1 j5=0 r=1 5=0

—h Z a; + Zjaj
j=0 j=0

> (G = h)a;.

=0

zu (ii): Mit a4 = 0 fiir j < —h + r und einer Indexverschiebung folgt

1
S wts = > -

r=1 j=1 '] r=1 j=—h+r

[e.e]

- (Z ﬁ) 79

r=1 =

zu (iii): Folgt sofort, wenn man beachtet, dass die Summe iiber s mit wachsendem j immer
einen Summanden spéter anfingt. [
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7.2 Gleichméaflige Beschrianktheit

Hier beweisen wir einige Aussagen, welche wir aufgrund der Ubersichtlichkeit der Be-
weise in den Kapiteln 5 und 6 in den Anhang ausgelagert haben. Dabei weisen wir die
gleichméBige Beschrénktheit gewisser Ausdriicke nach, welche wir dort gebraucht haben.
In den folgenden Lemmata bendtigt man dazu die Summierbarkeitsbedingungen (S1) und
(52) (siehe unten), welche fiir 0 < k < 2 4 ¢ nach dem Majorantenkriterium

SUPZ] |05 (£)] < o0, SUPZ] 03 (L)] < o0 (7.9)

t<n =0

bzw.

SHPZJ | Al ()] = o(1) (7.10)

t<n °

implizieren. Jene Eigenschaften werden in den Beweisen der nun folgenden Hilfssdtze
benutzt, ohne dass darauf besonders hingewiesen wird.

Lemma 7.3 (Zu Lemma 5.4 und Lemma 6.4).
Die Folge auf (0,1) differenzierbarer Funktionen {¢;(-)|@; : (—o0,1] — R}, aus Lemma
3.7 erfiille die Bedingung

(51) s> ()] < oo (7.11)

Setzt man ;(-) := 0 fir j <0, dann folgt firt e Z mitt <n und h € {1 —p,...,0} die
gleichmdf$ige Beschrdanktheit der folgenden Ausdriicke

(7) Z!% )eien (), (7.12)

(i) ZZ|% )Pjthtr( j;h)|7 (7.13)

(447) Z Z |‘PJ )@jth—r( nh)|> (7.14)
(i) Z Z |05 (£)psn( L)), (7.15)
(v) ZZ Z ‘903 )Psthpr(t nh>’a (7.16)

(vi) ZZ Z |0s(E)pssnr(ER)]. (7.17)
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Beweis.
u (i): Mit Hilfssatz 7.1 (i) folgt wegen ¢;(-) =0 fiir j <O und h <n

ZI% Joirn(ER)] < <Z|¢j(%)|> (th(%)\)
< (iggzwj(%)!) (7.18)

< Q.

zu (ii): Wendet man Hilfssatz 7.1 (i) auf die Summe iiber j an, zieht die erste Summe
hervor und wendet dann Hilfssatz 7.2 (i) auf die Doppelsumme an, so ergibt sich die
Behauptung aus der Rechnung

D) i) < (Z\%’(%)!) ZZ\%MM(%)’)
= (Z\%’(%N)

umg

h)lei (5 )I) (7.19)

7=0

< StngI% SUPZJI% )= h- SupZI% )
n j=0

< 0OQ.

zu (iii): Wegen h < 0 und r > 1 folgt 0 + h — r < 0, weshalb

Z ’901 )jtn—r(E* ’—ZZ’% )Pjthr J;h)| (7.20)

r=1 j=0 r=1 j=1

gilt. Multipiziert man [p;(L)@;in—r | von links mit j'*° und von rechts mit j~17°,

benutzt danach Hilfssatz 7.1 (i) und zieht wieder die erste Summe nach vorne, so ergibt
sich

ZZM Yipnr(EER)] < (ZJ”‘SM ) <ZZI¢M (D H) - (7.21)

r=1 j=1 r=1 j=1

(t—i—h)

Die erste Summe iiber j auf der rechten Seite ist wegen (S1) gleichméBig beschrénkt und
nach Hilfssatz 7.2 (ii) gilt fir die Doppelsumme

ZZMOM ()10 = S <|¢j(%)lzm). (7.22)

r=1 j=1 7=0
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Wegen 7 > 0 und —h > 0 léisst sich die Summe iiber r gegen die konvergente und
von j unabhéngige Reihe Y7 15 < oo abschétzen und > e lp; (HEL)] ist wegen (S1)
gleichméfig beschrankt.

zu (iv): Benutzt man hintereinander den Hilfssatz 7.1 (i), schitzt 302 [¢s(5)| durch
Yoot los(£)] ab und wendet Hilfssatz 7.2 (iii) auf die Doppelsumme an, so folgt

Z Z |0s(£)parn(EER)] (ZI%(%)I) (Z > !%w(%)l)

_ (Z Isos(ﬁ)|> (Z]’I@Dm(%)l) (7.23)
= Z|908 (Zj—i_h)‘%ofrh ‘_h2’¢j+h )
= SJQEZ’%( (Supzﬂ% )| = h- SHPZ!% )

< 00.

IN

u (v): Multipliziert man |¢s(L)@yintr (222)] von links mit s und von rechts mit 2, wendet
dann Hilfssatz 7.1 (i) an und zieht die erste Summe abgeschitzt nach vorne, so folgt

ZZ Z |905 (;Os—&-h—%r nh)‘ SZS|SOS (ZZ Z |<Ps+h+r " 1> (7 24)

r=1 j7=0 s=j+1 r=1 7=0 s=j+1

Die erste Summe iiber s ist wieder nach (S1) gleichméflig beschriankt, so dass noch die
der Dreifachsumme zu zeigen bleibt. Benutzt man nacheinander Hilfssatz 7.2 (iii) und (i),
so ergibt sich

D) DD DECHINCIILIE ) SIEANECS]

r=1 j=0 s=j+1 r=1 j=1

Z Z ’¢j+h+r(%)

r=1 5=0

— h)lp; (%] (7.25)

IN

IN
\'M
<

IA

n

=
o
>
AS)
<7
Sl

|

>

n

)
o
<
<
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zu (vi): Multipliziert man |¢q()@sin—r | von links mit s?*° und von rechts mit s727°,

wendet wieder Hilfssatz 7.1 (i ) an und zieht die erste Summe abgeschétzt nach vorne, so
folgt

ZZ Z ‘505 st—f—h 7" ’ < 2824-5“08 ’ZZ Z ’@s-&-h—r(t—;h 21+5 (7 26)

r=1 j=0 s=j+1 r=1 j=0 s=j+1

(tJrh) 240

Die erste Summe iiber s ist wieder nach Voraussetzung (S1) gleichméfig beschrankt. Mit
Hilfssatz 7.2 (iii) und (ii) ergibt sich fiir die Dreifachsumme

ZZ 2, fovenr () s = ZZ Givh %hﬂj%

°° 1
(‘gpj % h‘l’?")l+5> ) (727)

wobei sich die Summe iiber r Wieder wegen 7 > 0 und —h > 0 gegen die konvergente und

[
Mg

7=0

von j unabhéngige Reihe Y 77| 5 < oo abschiitzen ldsst und > °° =0 lp; (42| ebentfalls
wegen (S1) gleichméBig beschrinkt bleibt. O

Lemma 7.4 (Zu Lemma 6.3).
Die Folge auf (0,1) differenzierbarer Funktionen {¢;(-)|¢; : (=00, 1] — R}, aus Lemma
3.7 erfiille die Bedingung

(5 s> ()] < oo (7.28)

Setzt man p;(-) := 0 fir j <0, dann folgt firt € Z mitt <n und h € {1 —p,...,0} die
gleichmdaj$ige Beschrdanktheit der folgenden Ausdriicke

Z(Z‘P] )@jthtr( —;h)> ) (7.29)

Z (ZSOJ )Pj+h—r h)) : (7.30)

+

r=1

Beweis.
zu (i): Anwenden von Hilfssatz 7.1 (ii), Hervorziechen der ersten Summe iiber j und an-
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schlieendes Benutzen von Hilfssatz 7.2 (i) ergibt

Z(Z% )P s+hr( nh)> < (ZQD?(%O ‘P§+h+r(%)

- (Zm)) <Z<J’—h>¢2<%>) (7:31)
< iggZ@?(%) (S;ggzjwz(%) - h-jgngoz(%))
< 0oQ.

u (ii): Wegen h — r < 0 gilt zunéchst

Z (Z i (3)esn—r () ) Z (Z @i () Pjth—r Tj‘)) . (7.32)

r=1 7=0 r=1 7j=1
Multipliziert man ¢;(%)p;p—r (%) von links mit 755 und von rechts mit 5~ und
wendet danach Hilfssatz 7.1 (ii) an, so folgt

Z(Z% )i +hr (L ) (Zyl“ X )(ZZ%M RGOV 5).(7.33)

r=1 7=0 r=1 j=1

Die erste Summe iiber j auf der rechten Seite ist wegen (S1) gleichméBig beschréankt und
Hilfssatz 7.2 (ii) liefert fiir die Doppelsumme

(o.9] oo L o0 o) 1
Z Z‘P?M_T(%)J 0= Z (@?(%) Z W) ; (7.34)
r=1 j=1 j=0

wobei wieder die Summe iiber r auf der rechten Seite nach oben durch die konvergente
und von j unabhéngige Reihe Y77 | —i5 < oo abgeschéitzt werden kann und )7 =0 P 2(tth)

n

wegen (S1) gleichméBig beschrénkt ist. O

Lemma 7.5 (Zu Lemma 6.5).
Die Folge auf (0,1) differenzierbarer Funktionen {¢;(-)|p; : (=00, 1] — R}52, aus Lemma
3.7 erfiille die Bedingungen

(S1) sup Z]QM\% )| < oo, (7.35)

(52) SUPZJ2+5|A 03 I = o(1). (7.36)

t<n =0
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Setzt man p;(-) := 0 fir j <0, dann folgt firt € Z mitt <n und h € {1 —p,...,0} die
gleichmdajige Konvergenz gegen null der folgenden Ausdriicke

@ D> [Ades(E)en R, (7.37)
=0 s=j+1

(44) ZZ Z | Ay 905 D) Psthr( :h)H? (7.38)
r=1 j=0 s ]+1

Beweis.
Zunichst betrachtet man fiir r € Z den A;-Term etwas genauer. Es ldsst sich leicht
nachrechnen, dass fiir ihn die Gleichheit

At[SOS( )(P3+h+r< n )] At[‘ﬂS( )]SOSHHT( nh> +@S<%>At[9@s+h+r(%>] (740)

gilt, welche im Folgenden benétigt wird.

zu (i): Setzt man (7.40) fiir = 0 ein und zerlegt mit Hilfe der Dreiecksungleichung
den Ausdruck, so folgt

Z Z [Alps(L)psin(HR)]] < Z Z |Adlps ()] osin(E)]

J=0 s=j+1 j= Os_j+1
+ZZMWMMMWH (7.41)
7=0 s=j+1
. (zmt ot ) (z S () )
s=1 7=0 s=j5+1
. (zm o) \) (z 3 mtm@m).
7=0 s=5+1

Wendet man noch jeweils nacheinander Hilfssatz 7.1 (i) und Hilfssatz 7.2 (iii) an, so ergibt
sich die Abschéitzung

S5 [Ade (DR < (fjmt% )(Zﬂ% )

7=0 s=j+1 s=1

(Zws(% )(Z]IAt pjn (L ]I) (7.42)
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Dabei sind analog zu vorherigen Uberlegungen die Ausdriicke in der zweiten und dritten
Klammer auf der rechten Seite nach (S1) gleichméfig beschriankt und die in der ersten
und vierten streben nach (S2) gleichméfig gegen null, woraus insgesamt die behauptete
gleichméfiige Konvergenz gegen null von (i) folgt.

zu (ii): Analoges Vorgehen wie im Beweis von (ii) ergibt zunéchst

ZZ Z | Ay 903 D) Ps (! nh)]\ ZZ Z A ‘Ps o Zh)’ (7.43)

r=1 j=0 s=j+1 r=1 j=0 s=j+1
[o.¢] (0.) (o]
SN I A ()]
r=1 j=0 s=j5+1

Multipliziert man die Ausdriicke in Betragstrichen von links mit s und von rechts mit %
und wendet anschlieend Hilfssatz 7.1 (i) und hintereinander Hilfssatz 7.2 (iii) und (i) an,
so folgt

ZZ Z Adps(Dpsrner (BN < D sIALps(D]] (Z( h)le; (55 )I>(7 44)

£ Y sl (_Zu - h>|Atw%>n) .

Wieder sind wegen (S1) und (52) die Ausdriicke in der zweiten und der dritten Klammer
gleichméBig beschrankt und die in der ersten und vierten konvergieren gleichméfig gegen
null.

zu (iii): Wie im Beweis von (i) und (ii) gilt

ZZ Z |Aps (L) pspn—r(ER)]] < ZZ Z |As(L)]psrn—r ()] (7.45)

r=1 j=0 s=j+1 7=0 s=j5+1
0o 0

+ 33N e (BN Alpsin (L],

r=1 7=0 s=j+1

Multiplizieren der Ausdriicke in Betragstrichen von links mit s2*% und von rechts mit
57279 und anschlieBendes Anwenden von Hilfssatz 7.1 (i) bzw. nacheinander Hilfssatz 7.2
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(iii) und (ii) ergibt dann

ZZ Z A [0s (L) panr (L))

r=1 7=0 s=j5+1
246 +

(;5 |At[ps (5 > <Z|% o |; j—h—l—’f’ 1+5> (7.46)
246 1)

(Zs+’<ﬂ37 )(Z’At% n ’Z h+r1+5>'

s=1 7=0 r=1

%)Hé kann zweimal gegen > >~ 7“1% < oo abgeschétzt werden,

Die Summe »77%, -
woraus mit (S1) die gleichméfiige Beschranktheit der zweiten und dritten Klammer folgt

sowie mit (S52) die gleichméfige Konvergenz gegen null der ersten und vierten Klammer.
L]

Lemma 7.6 (Zu Satz 6.10).
Die Folge auf (0,1) differenzierbarer Funktionen {¢;(-)|¢; : (=00, 1] — R}, aus Lemma
3.7 erfiille die Bedingung

(S1) Supi”\% )| < o0 (7.47)

t<n =0

Weiter setzt man ;(-) == 0 fir j < 0 und X, , = ()N(t_lﬁn,...,)N(t_pvn)T fir t €
{1,...,n}. Falls kg := E[e}] < oo gilt, dann sind fiir r € {1,...,p} die vierten Momente
von Xi_ppn gleichmipig beschrinkt und damit auch E[|| X,_,||*].

Beweis.
Zunéchst betrachtet man £ [Xt4 »n) und dabei zuerst die vorkommenden Erwartungswerte
des weilen Rauschens. Aus dessen stochastischer Unabhéangigkeit folgt fiir ¢, 5, k,1 € N,

dass

Ky, i=j=k=1I

Elei_r_i€i—r_j€t—r_p€—r_t] = { 0, zwei Paare (7.48)

0, sonst

gilt. Damit ergibt sich fiir das vierte Moment von )Aft_m die Gleichheit

E[X} vn) = (K4 — 30! Z% (=0 + (Z% %) . (7.49)
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Supremumsbildung iiber ¢t < n auf beiden Seiten und Abschéitzen auf der rechten Seite
ergibt die Ungleichung

o 2
ap EIXL) < (=) A0+ o (s 3 is0)
"

t<n

o o 2
< (m—30d)sw ¢)(7) +o (stzgpz@zi(%)) . (750
=" j=0 =" j=0

Das zweite Supremum auf der rechten Seite ist nach (S1) beschriankt und das Supremum
iiber die Summe vierter Potenzen lésst sich mit Hilfssatz 7.1 (i) auf das Supremum iiber
eine Summe mit quadratischen Termen geméaf

o0 o0 2
up> (L) < (sungom) (7.51)
t<n =0 t<n =0

zuriickfithren, dessen Beschranktheit ebenfalls aus (S1) folgt. Fiir alle r € {1,...,p} gilt
also

sup E[X}: rn) < 00 (7.52)

t<n

Fiir die zweite Aussage multipliziert man E[||.X, ||*] aus und ordnet nach den Indizes.
Es gilt

E[HXt—lHﬂ = ZZ t—rn t sn]
r=1 s=1
= ZE[ t— rni| ZE[ t—rmn t sni| (753)
r,s=1
r#S
und damit auch
SU.p E[HXt 1H <ZSUpE|: t— rni| ZstlipE[ t—rmn t sn] : (754)
= r,s=1 sn
r#s

Die erste Summe auf der rechten Seite ist endlich und daher wegen (7.52) gleichméfig
beschrénkt. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (2.39) folgt ebenfalls mit (7.52) auch
die der Doppelsumme aus

E [Xf X2 n} < \/E [X;l n] \/E [X;l n} (7.55)

O]
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